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Lorenzens operative Logik
und moderne beweistheoretische Semantik

Peter Schroeder-Heister

Zusammenfassung. Der Logik-Teil von Lorenzens Finfiihrung in die opera-
tive Logik und Mathematik (1955) enthélt Ansétze, die eine neue Diskussion,
Einschatzung und Wiirdigung vom Standpunkt der modernen beweistheoreti-
schen Semantik (seit 1971) verdienen. Es zeigt sich, dafl Lorenzens Theorie einen
signifikanten Schritt iiber die konstruktive Semantik vom BHK-Typ hinaus dar-
stellt, der manche Ideen der beweistheoretischen Semantik vorwegnimmt. Aufler-
dem enthilt sie, aufgrund ihrer sehr allgemein gefafiten, auf beliebige Produk-
tionssysteme ausgerichteten Konzeption Elemente, die auf dem Hintergrund der
beweistheoretischen Semantik und der Anregungen aus der Theorie der Logik-
programmierung weiterentwickelt werden sollten. Anders als in Lorenzens eigener
Einschatzung seiner konstruktiven Logikbegriindung sollte sie also nicht nur als
Zwischenstufe auf dem Weg zu einer dialogischen oder spieltheoretischen Seman-

tik verstanden werden.

1. Einleitung

Paul Lorenzens Finfihrung in die operative Logik und Mathematik ist heute fast ver-
gessen, auch im deutschsprachigen Raum. Das hat damit zu tun, daf sie in mancher
Hinsicht zu friih, ndmlich schon 1955 erschien®, lange bevor beweistheoretische Ansitze
zu einem Zweig der philosophischen Logik wurden. Aber auch damit, daBl Lorenzen
selbst die operative Logik als Begriindungsprogramm fiir die Logik zugunsten seiner
sog. “dialogischen” Begriindung der Logik aufgab, die dann seit Ende der 1960er Jahre
zu intensiven philosophischen Diskussionen Anlaff gab und auch heute noch — sogar
verstarkt — einen Ansatzpunkt zur Beschreibung, Gewinnung und Rechtfertigung logi-
scher Regeln darstellt (Abramsky/Mavronicolas 2005, Marion 2007, Rahman/Riickert
2001). Wie gliicklich die Entscheidung Lorenzens zugunsten der dialogischen Logik

'Was die Logikbegriindung angeht, enthélt der Artikel Lorenzen (1950) schon wesentliche Punkte

des spéteren Buches.



war, soll hier nicht erértert werden — Reinhard Kahles Artikel in diesem Band disku-
tiert einige bisher ungeloste Probleme des dialogischen Ansatzes, die im iibrigen nicht
nur fiir die originale Lorenzensche Variante, sondern auch fiir die neueren Ansatze zu
spieltheoretischen Semantiken bestehen.

Im folgenden sollen wesentliche Leistungen der operativen Logik herausgehoben und
in Erinnerung gerufen werden, und zwar nicht nur, weil sie historisch bedeutsam sind,
sondern vor allem deshalb, weil sie systematisch von grofler Signifikanz fiir die moderne
beweistheoretische Semantik sind und ihr eine Reihe von Anregungen geben kénnen.
Wir erlautern daher das Programm der “klassischen” beweistheoretischen Semantik,
wie es insbesondere von Dag Prawitz entwickelt worden ist (Abschnitt 2), konfrontieren
Lorenzens Ansatz damit (Abschnitt 3) und zeigen dann, dafl auch fiir neuere Ansétze
zur beweistheoretischen Semantik, die erheblich iiber Prawitz’ klassische Konzeption
hinausgehen und von Ideen der Logikprogrammierung inspiriert sind, Lorenzens Werk
originelle Ideen liefert (Abschnitt 4). Da die operative Logik mindestens eine Dekade
alter ist als die beweistheoretische Semantik?, hiatte man erwarten konnen, daf sie in
dieser starker beriicksichtigt worden ware. Dies war jedoch nicht der Fall — die Diffe-
renzen in Intention und Préasentation waren prima facie wohl doch zu unterschiedlich,
insbesondere, was die Behandlung der zentralen aussagenlogischen Operation der Im-
plikation angeht. Daf} sich umgekehrt Lorenzen selbst in die Diskussion um die beweis-
theoretische Semantik einschalten wiirde, war nicht mehr zu erwarten, hatte er doch
schon Mitte der 1970er Jahre die Begriindungsprobleme von Logik und Mathematik

hinter sich gelassen und andere Themen zu seiner zentralen Agenda gemacht.

2. Beweistheoretische Semantik

Das Programm der beweistheoretischen Semantik ist untrennbar mit Gerhard Gentzens
Kalkiil des natiirlichen Schlieffens und seiner philosophischen Interpretation der Regeln
dieses Kalkiils verkniipft. Bekanntlich gliedern sich die Grundregeln fiir jedes logische
Zeichen in FEinfithrungs- und Beseitigungsregeln, so im Falle von Konjunktion und

Disjunktion in die Einfiihrungsregeln
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, B
ANB o A— B —E
und die Beseitigungsregeln
ANB ANB A—-B A
A A-B B A-B —B —-B .

Nach Gentzens philosophischer Interpetation dieser Regeln sind die Einfithrungsregeln

primar und die Beseitigungsregeln sekundér:

2Selbst wenn man Prawitz’ Werk zum natiirlichen SchlieBen (1965) zum Ausgangspunkt wiihlt. Als

explizit semantische Theorie wird sie erstmals bei Prawitz (1973) formuliert.



Die Einfithrungen stellen sozusagen die “Definitionen” der betreffenden Zei-
chen dar, und die Beseitigungen sind letzten Endes nur Konsequenzen hier-
von, was sich etwa so ausdriicken lafit: Bei der Beseitigung eines Zeichens
darf die betreffende Formel, um deren auflerstes Zeichen es sich handelt, nur
“als das benutzt werden, was sie auf Grund der Einfithrung dieses Zeichens
bedeutet”. [...] Durch Prézisierung dieser Gedanken diirfte es moglich
sein, die Bleseitigungs]-Schliisse auf Grund gewisser Anforderungen als ein-
deutige Funktionen der zugehérigen FE[infithrungs]-Schliisse nachzuweisen.
(Gentzen 1934/35, S. 189)

Das heifit, dafl Beseitigungsregeln gerechtfertigt werden auf der Basis von
Einfithrungsregeln. Aus diesem philosophischen dictum, das bei Gentzen nur den Sta-
tus einer motivierenden Bemerkung hat, hat Prawitz als der zentrale Theoretiker der
beweistheoretischen Semantik zusammen mit Michael Dummett ein ganzes bedeutungs-
theoretisches Programm gemacht.® Hatte er schon 1965 in seinem Standardwerk “Na-
tural Deduction” den Lorenzenschen Terminus “Inversionsprinzip” iibernommen, um
die Beziehung von Beseitigungsregeln zu Einfithrungsregeln zu beschreiben, so lieferte
er 1971 und vor allem 1973 und 1974 eine Semantik von Beweisen, die auf der Vorstel-
lung der Prioritat von Einfithrungsregeln als grundlegenden Bedeutungsfestsetzungen
basiert. Diese Idee wurde ungefahr zur gleichen Zeit von Dummett zur philosophischen
Konzeption einer verifikationistischen “theory of meaning” ausgearbeitet, die von “as-
sertibility conditions” als zentraler Bedeutungsfestlegung ausging, aufgrund derer alle
anderen Regeln gerechtfertigt werden sollten*.

Dummett’s Ansatz ist in der Sprachphilosophie intensiv diskutiert woren. Er soll
hier nicht thematisiert werden, da im Hinblick auf Lorenzen die mehr technisch-
logischen Uberlegungen von Prawitz zentraler erscheinen, abgesehen davon, daB sich
der beweistheoretische Ansatz nur durch prazise Ausarbeitung seiner formalen Grund-
lagen ein festes Standbein in der philosophischen Semantik erwerben kann. Wir haben

ja in der Sprachphilosophie die paradoxe Situation vorliegen, dafl einerseits in der all-

3Fiir dieses Programm ist vom Autor Ende der 1980er Jahre der Terminus “beweistheoretische
Semantik” vorgeschlagen worden, weil es sich um eine Theorie handelt, die prinzipiell auf dieselben
Begriffe wie die klassische modelltheoretische Semantik zielt (Bedeutung, Giiltigkeit, Wahrheit, Fol-
gerung usw.), diese jedoch mit anderen Grundansitzen und Methoden behandelt. Der Terminus “Se-
mantik” sollte nicht dem denotationell-modelltheoretischen Ansatz vorbehalten bleiben, auch wenn in
der iiblichen Wahrnehmung “Semantik” gerade das Gegenteil von (formalistisch-syntaktisch miver-
standener) “Beweistheorie” ist. Vgl. dazu die Einleitung zum Synthese-Themenheft “Proof-Theoretic
Semantics” (Kahle/Schroeder-Heister 2006). Es sei allerdings zugestanden, daf§ die Hilbertsche Beweis-
theorie, indem sie Formalismus zu ihrem Programm erhob, das ihre getan hat, um sich von Semantik
abzusetzen. Die “allgemeine Beweistheorie” (“general proof theory”) der durch Per Martin-Lof und

Dag Prawitz gepragten schwedischen Schule der Beweistheorie hat diesem Miverstandnis abgeholfen.

4Zusammengefat in Dummett (1991).



gemeinphilosophischen Diskussion die Gebrauchstheorie der Bedeutung (“meaning as
use”) als plausibler Ansatz z&hlt und sehr wohlwollend behandelt, ja bisweilen sogar
als Selbstverstandlichkeit genommen wird, andererseits in der formalen philosophischen
Semantik, die von Alfred Tarski begriindet und z.B. von Rudolf Carnap und Richard
Montague weiterentwickelt worden ist, der denotationelle Ansatz im Vordergrund steht
— nicht zuletzt deshalb, weil er technisch so gut ausgearbeitet ist und auf zahlreiche
sprachliche Phanomene angewendet werden kann, trotz grundlegender sprachphiloso-
phischer Einwande gegen den Denotationalismus. Einer der wenigen gegenwartigen
philosophischen Ansatze, die eine inferentielle Semantik zur Basis haben, ist derjeni-
ge Robert Brandoms®. Vielleicht erreichen beweistheoretische Ansitze im Rahmen der
Diskussion dieses Ansatzes einen besseren Stand in der (breiteren) Philosophie.

Die formale beweistheoretische Semantik baut auf einer philosophischen Umdeu-
tung syntaktischer beweistheoretischer Resultate auf. Hier stehen zwei Themen aus der
Theorie des natiirlichen Schlieens im Vordergrund: Einmal die Normalisierungstheorie,
wie sie von Prawitz (1965) in seiner wegweisenden Monographie “Natural Deduction”
entwickelt worden ist, und ferner die auf William Tait (1967) zuriickgehende Metho-
de semantikartiger Pradikate, die in Weiterentwicklungen der Normalisierungstheorie,
insbesondere in Beweisen der sog. “starken Normalisierung” eine zentrale Rolle spielt.

In der Normalisierungstheorie geht es darum, Beweise im natiirlichen Schlieffen in
Normalformen zu iiberfithren, die in einem gewissen Sinne “umwegfrei” sind. Das fiir
die philosophische Semantik zentrale technische Resultat ist dabei, daf sich geschlos-
sene (= annahmenfreie) Beweise in solche umformen lassen, die im letzten Schritt ei-
ne Einfiihrungsregel verwenden. In der philosophischen beweistheoretischen Semantik
wird dieses Resultat zu einem Postulat umgedeutet: Ein geschlossener Beweis wird nur
dann als giiltig angesehen, wenn er sich in einen Beweis umformen lafit, der im letzten
Schritt eine Einfiihrungsregel verwendet, geméfl der Mafigabe, dafl Einfithrungsregeln
die eigentlichen bedeutungsverleihenden Regeln sind.® Die Reduktionsprinzipien, die
es erlauben, Beweise so umzuformen, dafl sie eine solche Form haben, beruhen da-
bei auf der Tatsache, dafl die Beseitigungsregeln in gewisser Weise Umkehrungen der
Einfiihrungsregeln sind und dafi demgemaf die Anwendung einer Einfithrungsregel,
gefolgt von der Anwendung einer Beseitigungsregel, einen Umweg darstellt, den man

durch eine geeignete Reduktion eliminieren kann. Z.B. 14t sich im Fall der Konjunktion

®Vgl. z.B. Brandom (2000), wo ausdriicklich auf die Theorien von Dummett und Prawitz Bezug

genommen wird.

6Bei Dummett erhilt dieses Prinzip zugleich den Status einer Fundamentalannahme (“fundamental
assumption”) (Dummett 1991, Kap. 12).



eine Folge von Schritten
Dy D,
A B
ANB

A
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A-1
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Dy mit A bzw. B endende Beweise sind, reduzieren auf 1?41, und im Fall

der Implikation 148t sich die Schrittfolge

[A]
D,
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A—B A E
B
A
wobei D; einen Beweis von B aus A darstellt, dessen Annahme A bei der —-Einfiithrung
B
beseitigt wird (letzteres wird durch die eckige Klammer angedeutet), reduzieren auf
D,
A
D,
B

Prawité (1965) spricht hier, Lorenzens Terminus der operativen Logik aufgreifend, von
“Inversionsprinzip” — zu Recht, wie wir in Abschnitt 3.4 sehen werden.

Taits (1967) Theorie” ist fir den Giiltigkeitsbegriff der beweistheoretischen Se-
mantik zum Modell geworden. Dieser Theorie liegt die Idee zugrunde, zunéchst ein
Pradikat fiir Beweise zu definieren, das semantikartige Ziige tragt. Tait spricht von
“convertibility”, spétere Termini sind “computability” (Martin-Lof 1971), “reducibi-
lité” (Girard 1971) und “validity” (Prawitz 1971). Dieses durch eine verallgemeinerte
induktive Definition definierte Pradikat impliziert trivialerweise die Normalisierbarkeit
von Beweisen, so dal im wesentlichen die Aufgabe verbleibt zu iiberpriifen, dafl alle
Beweise im nattirlichen Schlieffen dieses Préadikat erfiillen. Es ist erstmals von Prawitz
(1971) zum Beweis der starken Normalisierung eingesetzt worden, d.h. zum Beweis der
Tatsache, dafl jede Normalisierungsfolge terminiert, unabhangig von der Auswahl der
jeweils anzuwendenden Reduktionsschritte. Es stellt heute das Standardverfahren fiir
den Nachweis der starken Normalisierbarkeit fiir logische Kalkiile und damit verwandte
Termreduktionssysteme dar®.

Allerdings unterscheidet sich der Giltigkeitsbegriff der beweistheoretischen Seman-
tik, wie ihn Prawitz definiert, in einer Hinsicht grundlegend von diesem “semantikar-

tigen” Begriff. Er stellt namlich geschlossene Beweise in den Vordergrund und zielt

"Urspriinglich von Tait fiir den zur konstruktiven Aussagenlogik gleichwertigen getypten Lambda-
Kalkiil entwickelt und untersucht.

8In neuester Zeit ist von Ernst Zimmermann (2008) ein direktes Verfahren, das nicht auf

Giltigkeitsbegriffen aufbaut, vorgeschlagen worden.



damit nicht direkt auf die Normalisierung beliebiger offener Beweise. Dafl ein Be-
weis in Normalform ist, ist noch kein Grund dafiir, ihn als giiltig im philosophischen
Sinne anzusehen. Insofern tut sich Prawitz keinen Gefallen damit, dafl er fiir seinen
philosophisch-semantischen Giiltigkeitsbegriff denselben Terminus (“valid”) verwendet
wie fiir den technischen Begriff im Rahmen von Normalisierungsbeweisen.?

Der Giiltigkeitsbegriff der beweistheoretischen Semantik geht von geschlossenen (=
annahmenfreien) Beweisen als Grundidee aus. Annahmen in offenen Beweisen werden
als Platzhalter fiir geschlossene Beweise verstanden. Dieser Ansatz ist anfechtbar (vgl.
z.B. Schroeder-Heister /Contu 2005), soll aber hier nicht weiter diskutiert werden, da
er auch bei Lorenzen eine Grundvoraussetzung darstellt. Die zweite Grundidee ist,
dafl Beweise, die eine Einfiihrungsregel im letzten Schritt verwenden, “kanonisch”
sind, weil sie die Bedeutung der verwendeten logischen Zeichen festlegen. Als dritte
Grundidee wird angenommen, dafl Beweisreduktionsverfahren (entsprechend den oben
skizzierten Verfahren fiir Konjunktion und Implikation) vorliegen, die geschlossene
nichtkanonische Beweis in geschlossene kanonische Beweise iiberfithren. Die Giiltigkeit

von Beweisen wird dann geméafl der folgenden Klassifikation von Beweisen

geschlossen offen
kanonisch nichtkanonisch

zunachst fiir kanonische geschlossene Beweise definiert, dann fiir nichtkanonische
geschlossene Beweise und dann fiir offene Beweise, wobei die Definitionen nicht
unabhéngig sind, sondern wechselseitig aufeinander zuriickgreifen, da z.B. ein ka-
nonischer geschlossener Beweis einer Implikationsaussage in seiner Pramissenmenge
einen offenen Beweis benutzen kann (und in der Regel auch benutzt). Die atomare
Basis dieser Definition stellen Produktionssysteme S dar, d.h. Kalkiile, die atomare
Aussagen zu generieren gestatten. Im Zusammenhang unseres Vergleichs mit Lorenzen,
der Kalkiile im streng formalen Sinne zum Ausgangspunkt wéhlt, miissen wir hier
nicht diskutieren, ob und inwieweit dieser Ansatz angemessen ist, den Umgang mit

atomaren Aussagen zu regeln — in diesem Punkt gibt es keine Differenzen.”

9DaB beide Begriffe wirklich im technischen Sinne verschieden sind, kann formal gezeigt werden
(Schroeder-Heister 2006a, S. 562-564).

10T etztlich besteht natiirlich das Problem, wie man (z.B. bei nichtmathematischen Aussagen) zu
solchen atomaren Systemen kommt. Dieses Problem ist analog zu dem der Bewertungs- oder Substitu-
tionssemantik: Wie kommt man zu Wahrheitsbewertungen atomarer Aussagen, wenn man einen deno-

tationalen Ansatz in bezug auf deren Komponenten ablehnt. Einen neuartigen Ansatz, der versucht,



Die beweistheoretische Giiltigkeitsdefinition lautet dann wie folgt (Prawitz 1973,
1974, 2006, Schroeder-Heister 2006a):

(I) Jede geschlossene Ableitung in S ist S-giiltig.

(IT) Eine geschlossene kanonische Ableitung ist S-giiltig, falls ihre unmittelbare Teila-
bleitung S-giiltig ist.

(ITI) Eine geschlossene nichtkanonische Ableitung ist S-giiltig, wenn sie auf eine S-

gultige kanonische Ableitung reduzierbar ist.

A A,
(IV) Eine offene Ableitung D ., wobei alle offenen Annahmen von D zu
B

Ay, ..., A, gehdren, ist S-gqiiltig, falls fir jede Erweiterung S’ von S und fir jede
Liste von geschlossenen S'-giiltigen Ableitungen Z’ (1 < i < n) die Ableitung

D, D,
A A,
D

S'-qgiiltig ist'!.

B

Der Gegenstand dieser Giiltigkeitsdefinition sind offenbar Beweise als ganze, nicht etwa
Beweisschritte. Insofern handelt es sich hier um einen globalen Ansatz. Ein einzelner
Beweisschritt oder eine Regel

A .. A,

A

wird dadurch gerechtfertigt, dafl sich giiltige geschlossene Beweise Dl,...,i" der
1 n
Pramissen zu einem giiltigen geschlossenen Beweis

D, D,
A A
A
der Konklusion fortsetzen lassen. Beweise sind also nicht deshalb giiltig, weil sie aus
giiltigen Beweisschritten bestehen oder giiltige Beweisregeln verwenden, sondern um-
gekehrt sind Regeln giiltig, weil sie giiltige Beweise in einen giiltigen Beweis trans-

formieren. Der Begriff der logischen Konsequenz, der sich auf diese Weise ergibt, ist

im Rahmen einer Substitutionssemantik die interne Struktur atomarer Aussagen zu beriicksichtigen,
liefert Bartosz Wieckowski (2006).

1Die Betrachtung von beliebigen Erweiterungen S’ von S hat die Funtion, die Giiltigkeitsdefintion

monoton beziiglich atomarer Basissysteme zu halten. Dies wird erortert in Schroeder-Heister 2006a.



strukturell ganz analog zum modelltheoretischen Folgerungsbegriff aufgebaut. Eine be-
weistheoretisch giiltige Folgerung liegt dann vor, wenn sie von giiltigen Beweisen der
Préamissen zu einem giiltigen Beweis der Konklusion fiihrt. An die Stelle von Modellen
treten giiltige Beweise.!?

Ein solcher Ansatz ist natiirlich nur dann sinnvoll, wenn als Kandidaten, fiir die
das Giiltigkeitspradikat definiert ist, nicht nur die iiblichen Ableitungen in der (intui-
tionistischen) Logik gewéhlt werden, deren Giiltigkeit man nachweisen will — sonst
gabe es nichts, das nicht giiltig ist. Dazu wird der Beweisbegriff auf beliebige Beweis-
strukturen ausgedehnt und der Giiltigkeitsbegriff auf Systeme von Rechtfertigungen J
relativiert. Eine Beweisstruktur ist dabei eine baumférmige Anordnung von Formeln,
fir die Abhéngigkeitsbeziechungen von Annahmen definiert sind — lax gesprochen ein
Beweis, der mithilfe beliebiger Regeln und nicht nur der konventionellen Regeln des
natiirlichen Schlielens generiert wird. Eine Rechtfertigung ist eine Transformation, die
Beweisstrukturen umformt, indem sie Teilstrukturen entnimmt und neu kombiniert,
ganz entsprechend den oben angegebenen Standardreduktionen fiir Konjunktion und
Implikation. Giiltigkeit wird jetzt definiert relativ zu Mengen von Rechtfertigungen 7.
Bei der Klausel (iii) in der Definition der Giiltigkeit wird dann effektiv Bezug genom-
men auf die Rechtfertigungsmenge 7: Eine geschlossene nichtkanonische Ableitung D
ist S-giltig in bezug auf 7, wenn D sich unter Anwendung der Reduktionen in J auf
eine kanonische Ableitung reduzieren laf3t.

Jetzt kann man z.B. sinnvoll fragen: Fiir welche Beweise D gibt es ein System von
Rechtfertigungen 7, so dal D S-giiltig ist relativ zu J fiir jedes atomare Basissystem
S. Oder auch: Zu welchen Regeln

A ... A,

A

gibt es ein System von Rechtfertigungen 7, so daf fiir jedes atomare Basissystem S die

n

Regel relativ zu J S-giiltig ist, d.h., fiir alle relativ zu J S-giiltigen Beweise Dl, ey

Ay A,
der Beweis
D, D,,
A A
A

relativ zu J S-giiltig ist. Eine solche Regel entspricht dann einer logischen Folgerung
Ay, .. ALE A
Damit kann man auch die Frage nach der semantischen Vollstandigkeit stellen: Sind

alle logischen Folgerungen (d.h. alle Regeln, die sich in bezug auf ein geeignetes System

von Rechtfertigungen J fiir beliebige atomare Systeme S als S-giiltig erweisen) in der

12Dje Schwiichen eines konstruktiven Ansatzes, der die Grundstruktur des klassischen Folgerungs-

begriffs iibernimmt, werden diskutiert in Schroeder-Heister /Contu 2005.



intuitionistischen Logik ableitbar? Dieses Vollstandigkeitsproblem wurde von Prawitz
als naheliegende “Vermutung” aufgestellt, konnte aber bis jetzt nicht bewiesen wer-
den — es nicht einmal klar, wie ein Vollstédndigkeitsbeweis zu fithren wire (Prawitz
1973). Dafl umgekehrt die intuitionistische Logik korrekt ist beziiglich des Prawitz-
schen Giiltigkeitsbegriffs, ist klar, da die Standardreduktionen fiir logische Zeichen, die
man in Normalisierungsbeweisen verwendet, dies sicherstellen.!

Damit ist der Rahmen abgesteckt, auf dessen Hintergrund Lorenzens Leistung in

seiner operativen Logik gewiirdigt werden soll.

3. Lorenzens Logikkonzeption in der operativen Logik

Im folgenden werden anhand einiger zentraler Gesichtspunkte Lorenzens Ansatz und

beweistheoretische Sematik gegeniibergestellt.

3.1. Kalkiile und atomare Basis

Die operative Logik wird zu Recht als formalistische Konzeption angesehen. Basis ist
das regelgeleitete Operieren mit Figuren (Zeichen) in sinnfreien Kalkiilen, von der die-
ser Ansatz seinen Namen hat (Lorenzen 1955, § 1). Jedenfalls hat Lorenzen nichts
getan, um dieser formalistischen Interpretation entgegenzuwirken. Im Gegenteil: Der
formalistische Charakter wird von Lorenzen explizit herausgestellt, der Bezug auf um-
gangssprachliche Praxis bzw. entsprechendes Wissen ausdriicklich vermieden. Thn in
Parallele zu setzen zu Haskell B. Currys (1958) formalistischer Philosophie (oder auch
zu Raymond Smullyan’s (1961) oder Emil Posts (1921, 1943) Theorie formaler Syste-
me) ist damit keineswegs abwegig. Lorenzens spitere Wendung zu dialogischen Regeln
liegt teilweise darin begriindet, dafl ihm der operative Ansatz als zu formalistisch und
der dialogische Ansatz mehr an der tatséchlichen Argumentationspraxis und damit der
Lebenswelt orientiert erschien.

Das ist jedoch ein Selbstmiffiverstandnis, nicht unverwandt dem syntaktischen
Selbstmiflverstandnis der Hilbertschen Beweistheorie. Auch wenn Kalkiile als solche
sinnfrei sind, kann man sie doch als Reprdsentanten sinnvollen Argumentierens ver-
stehen. Wenn Reduktionsregeln fiir die natiirlichen Zahlen oder Einfithrungsregeln fiir
Konjunktion und Disjunktion angegeben werden, so sind das Regeln, die einen inhalt-
lichen Bezug haben, insofern sie als Regeln intendiert sind, die die Bedeutung der

entsprechenden Zeichen festlegen. Jedenfalls unterscheidet sich Lorenzen hier nicht

13Ebenfalls lassen sich aus der Modelltheorie entlehnte Fragestellungen formulieren z.B.: Wann
sind zwei beweistheoretische “Strukturen” (Di,J1) und (D2, J3) elementar dquivalent, d.h. durch
erststufige Aussagen ununterscheidbar (relativ zu allen atomaren Systemen)? Kann man eine Art von
Isomorphismus zwischen solchen beweistheoretischen Strukturen definieren? Die Untersuchung solcher
Fragen steht jedoch noch in den Anfidngen.



signifikant von der beweistheoretischen Semantik, die Beweise etwa im Kalkiil des
natiirlichen Schlieffens als Reprasentanten inhaltlicher Argumentation versteht, auch
wenn diese Beweise zunachst einmal blofl syntaktisch spezifiziert sind. Die Idee einer
beweistheoretischen Semantik besteht darin, das, was wir {iber rein syntaktisch spezi-
fiziertes Operieren wissen, semantisch zu verstehen, und das ist ebenso bei Lorenzen
moglich. Man mufl dazu allerdings seine Perspektive etwas verschieben: Es geht in der
beweistheoretischen Semantik nicht darum, formale Beweise zur Grundlage inhaltli-
chen Verstéandnisses zu machen, sondern umgekehrt darum, formale Beweise inhaltlich
zu deuten. Dieser Standpunkt ist bei Lorenzen nicht sehr stark ausgepragt. Die Opera-
tive Logik 1483t sich aber in diesem Sinne lesen, und die vorgeschlagenen Methoden —
etwa die Deutung der Implikation tiber Zulassigkeitsbehauptungen und die Interpreta-
tion von Konjunktion, Disjunktion und Existenzquantifikation iiber zulassige Regeln
in relativ zulassigen Kalkiilerweiterungen — sind inhaltlich interpretierbar, teilweise
gegen Lorenzens eigenes Verstandnis der Dinge. Wenn man die Termini “Bedeutung”
und “Semantik” von vornherein denotationalistisch versteht und das “Inhaltliche” in
Opposition zum regelgeleiteten “Operieren” setzt, dann sind natiirlich alle Gebrauchs-
theorien formalistisch. Wenn man also iiberhaupt Gebrauchstheorien der Bedeutung
sinnvoll und auch auf formal zufriedenstellendem Niveau entwickeln will, dann kommt
man nicht umhin, diesen Gebrauch in syntaktisch spezifizierten “Beweisen” oder “Ope-
rationen” zu kodieren. Und dies hinwiederum legt es nahe, Ergebnisse der zunéchst nur
syntaktisch ausgerichteten Beweistheorie in einer beweistheoretischen Semantik inhalt-
lich zu verstehen.

So gesehen ist Lorenzens Theorie ein Beitrag zur beweistheoretischen Semantik,
auch wenn sie sich zunachst formalistisch liest. Es gibt allerdings eine berechtigte Wei-
se, Theorien des regelgeleiteten Operierens als formalistisch und nicht semantiktaug-
lich zu interpretieren: Wenn solche Theorien namlich einfach bestimmte Formalismen
vorgeben und diese dann als (implizite) Festlegung der Bedeutung der in ihnen ver-
wendeten Zeichen verstanden wissen wollen. Eine solche Theorie ist die operative Logik
jedoch gerade nicht. Es wird nicht einfach ohne weitere Kriterien ein Logikformalismus
als Basis der Logik aufgestellt. Vielmehr wird ein differenziertes Repertoire an meta-
sprachlichen Methoden zur Rechtfertigung von Logikregeln préasentiert. Genau das ist
es aber, was man unter einer beweistheoretisch orientierten Semantik verstehen sollte.
Ein Logikkalkiil ist ein Formalismus, der nicht nur widerspruchsfrei ist, sondern des-
sen Regeln dariiber hinaus aufgrund geeigneter Kriterien als giiltig oder gerechtfertigt
oder zumindest plausibel angesehen werden. Die operative Logik ist im wesentlichen
eine Theorie solcher Kriterien bzw. eine Theorie der Gewinnung logischer Kalkiile aus
solchen Kriterien und damit eine Theorie, die logischen Kalkiilen eine semantische

Deutung gibt.!

4Deshalb ist es auch unverstindlich, da sich Prawitz gelegentlich diese Formalismus-Kritik an
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Hinzu kommt der Aspekt der atomaren Basis. In der beweistheoretischen Semantik
bei Prawitz haben atomare Basiskalkiile S die Funktion, die giiltigen atomaren Aus-
sagen zu generieren, und iibernehmen dabei (neben Systemen von Rechtfertigungen)
die Rolle, die Strukturen oder Modelle in der modelltheoretischen Semantik haben.
Diese Systeme konnen natiirlich im Grenzfall so verstanden werden, dafl sie nur aus
Axiomen bestehen und damit Bewertungen atomarer Aussagen sind. Aber man 148t
in der beweistheoretischen Semantik ausdriicklich allgemeine Systeme zu und gibt da-
mit Raum z.B. fiir Abhéngigkeiten zwischen atomaren Pradikaten (“Bedeutungspo-
stulate”). Auch dies ist nicht bloB formalistisch zu verstehen, sondern liefert auf der
atomaren Ebene bisher noch nicht ausgearbeitete Ausdrucksmoglichkeiten, die das in-
terpretationssemantisch oder bewertungssemantisch orientierte klassische Repertoire
signifikant erweitern. Darin, dafl er Kalkiile als Ausgangspunkt fiir die atomare Ba-
sis wahlt, unterscheidet sich Lorenzens Ansatz also nicht von der beweistheoretischen
Semantik.

Hier geht der Lorenzensche Ansatz sogar noch wesentlich weiter, indem er sich nicht
auf die Term-/Formelstruktur von atomaren Aussagen beschrénkt, sondern vielmehr
beliebig geformte Worter tiber beliebigen Alphabeten als Bestandteilen zulafit. Das
ermoglicht es, seinen Ansatz nicht nur zur Beschreibung der Giiltigkeit atomarer Aussa-
gen zu verwenden, sondern auch fiir die schematische Behandlung von Konstruktionen
und Berechnungen, die nicht an die Term-/Formel-Struktur gebunden sind. Auch findet
sich bei Lorenzen keine Unterscheidung zwischen atomarer Basis und darauf aufgebau-
tem Logikkalkiil. Damit kann man “logische” Regeln als Spezialfall von “atomaren”
Regeln auffassen bzw. umgekehrt “atomare” Regeln semantisch in Analogie zu “lo-
gischen” Regeln verstehen und geeignete Semantiken fiir beliebige induktiv definierte
Ausdriicke entwickeln. In dieser Hinsicht ist die operative Logik sehr viel allgemeiner
als die auf die Interpretation der logischen Zeichen konzentrierte beweistheoretische
Semantik (siehe Abschnitt 4). In jedem Fall kann als Fazit festgehalten werden: Die
Orientierung an Kalkiilen und am schematischen Operieren mit Zeichen kann nicht als
Manko der operativen Logik angesehen werden, soll ein semantisches Verstandnis von
Beweisen iiberhaupt moglich sein, wie es die beweistheoretische Semantik proklamiert.
Lorenzen héatte in die Diskussion um die beweistheoretische Semantik gerade die be-
sondere Allgemeinheit seines eigenen Ansatzes und der von ihm verwendeten atomaren

Systeme einbringen kénnen.

3.2. Der Primat geschlossener Beweise und die Deutung der Implikation

Prima facie konnte man meinen, dafl Prawitz’ beweistheoretische Semantik und Loren-

zens operative Logik schon daher grundsatzlich verschieden sind, weil sie auf verschie-

Lorenzen zu eigen macht (zusammen mit einer Kritik an der Konzeption des Autors) (Prawitz 1985).
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denen Kalkiilkonzeptionen aufbauen: Lorenzen auf Produktionssystemen mit Axiomen
(“Anfangen”) und Regeln, entsprechend Hilberttypkalkiilen in der Logik, Prawitz dage-
geben auf Gentzens Kalkil des natiirlichen Schlieffens, der bekanntlich als Annahmen-
kalkiil die Einfithrung und Beseitigung von Annahmen erlaubt. Die Einfiihrungsregel

der Implikation
[4]
B

A— B
laBt sich in der Lorenzenschen Kalkiilkonzeption gar nicht formulieren. Lorenzen hat

das natiirliche Schlieffen als eigenstandiges Konzept nicht angemessen zur Kenntnis
genommen. Bei naherer Betrachtung erweist sich dies jedoch nur als Unterschied, der
fiir die resultierenden Logikkalkiile wesentlich ist, nicht jedoch fiir die beweistheoreti-
sche Semantik als solche. Dort ist es ja so, dal die semantisch primaren Beweise die
geschlossenen (annanhmenfreien) Beweise sind, und die offenen Beweise sich dadurch
rechtfertigen lassen, dafy man ihre Annahmen als Leerstellen, namlich als Platzhalter fiir
geschlossene Beweise versteht. Gemafl der obigen —-Einfithrungsregel ist die Implika-
tion A — B z.B. dadurch gerechtfertigt, dafl die Pramisse der Einfiihrung gerechtfertigt
ist, was wiederum heifit, dafl sie erlaubt, aus einem giiltigen geschlossenen Beweis fiir
A einen solchen fiir B zu erzeugen. Das entspricht aber genau Lorenzens Deutung der

Implikation als Zulassigkeitsbehauptung: A — B wird von Lorenzen semantisch ver-
standen als Zulassigkeit der Regel 5 : Aus einem geschlossenen Beweis fiir A 148t sich

ein geschlossener Beweis fiir B gewinnen (Lorenzen 1955, § 2-3).

Insofern findet sich schon bei Lorenzen nicht nur der Primat geschlossener Beweise
wie in der beweistheoretischen Semantik, sondern auch die Deutung offener Beweise und
der Implikation iiber Verfahren, giiltige geschlossene Beweise in giiltige geschlossene
Beweise zu transformieren. Der wesentliche Unterschied, der in die beweistheoretische
Semantik aufgrund der Verwendung des Kalkiils des natiirlichen SchlieBens eingeht,
liegt darin, daf} in die Rechtfertigung von A — B iiber die Einfiihrungsregel fiir A — B

ein eigener Schritt eingeschoben wird: Kann man

A

B
rechtfertigen, indem man zeigt, dafl sich aus einem giiltigen geschlossenen Beweis von

A ein solcher von B ergibt, dann kann man zu A — B tdbergehen. Bei Lorenzen hin-
. A
gegen ist mit der Rechtfertigung des Ubergangs von A zu B (geméafl der Regel E) die

Rechtfertigung von A — B unmittelbar geleistet. Lorenzen unterscheidet nicht zwischen
Regel zum Ubergang von A zu B und der Implikation A — B. In diesem Sinne gibt es
bei Lorenzen keine eigenstandige Implikation, sondern nur einen Kalkiil von iterierten

Implikationen (= iterierten Regeln). Daher ist — bei Lorenzen zugleich Regel- und
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Implikationspfeil. Es ist ein Fortschritt der beweistheoretischen Semantik und der Ver-
wendung des Kalkiils des natiirlichen Schliefens, dafl man beide Dinge unterscheidet:
Den Ubergang bzw. die Regel

A

B
und die dadurch gerechtfertigte Implikation A — B. Das éndert aber nichts daran, daf3
die grundsatzliche semantische Konzeption, die Lorenzen mit dem Terminus “zulassig”
und Prawitz mit dem Terminus “giiltig” bezeichnet, dieselbe ist.

Eine genaue Interpretation von Lorenzens Theorie iterierter Metakalkiile in § 6 der
Operativen Logik zeigt im iibrigen, dafl der genannte Unterschied zwischen Regeln und
Implikationen in gewisser Hinsicht doch schon bei Lorenzen vorhanden ist. Ist namlich
eine Regel A — B im Kalkiil K zulassig, so darf diese Regel als Satz im Metakalkiil M K
behauptet werden. Allgemeiner: Ist eine Regel (n+1)-ter Stufe Ry — Ry (worin also Ry
und Ry Regeln n-ter Stufe sind) im n-ten Metakalkiil M" K zuléssig, so kann sie im (n+
1)-ten Metakalkiil M" ™ K der ein (unmittelbarer) Metakalkiil zu M™K ist, als Satz
behauptet werden. Dem Unterschied zwischen Regeln und Implikationen entspricht also
bei Lorenzen der Aufstieg von einer Zulassigkeitsaussage fiir eine Regel zur Behauptung
dieser Regel als Satz im néchsthoheren Metakalkiil. Es handelt sich hier nicht um
eine explizite Einfiihrungsregel fiir die Implikation, da die “eingefithrte” Implikation
zu einem anderen Kalkiil (ndmlich dem Matekalkiil des betrachteten Kalkiils) gehort,
der Effekt ist aber grundsétzlich derselbe. Anstatt die Behauptung des aufgrund der
Zulassigkeit der Regel Ry — R gerechtfertigten Satzes R — Rs in einen hoherstufigen
Kalkiil zu verlagern, wiirde eine explizite Einfithrungsregel den gerechtfertigten Satz
unter Verwendung eines anderen Verkniipfungszeichens (etwa “D”) im selben Kalkiil
behaupten.

Der Vorteil von expliziten Einfithrungsregeln fiir die Implikation etwa von der Form
A—-B-5ADB

wiirde darin liegen, dal man eine Parallelisierung der Implikation mit Konjunktion, Dis-
junktion und Existenzquantifikation erhielte, deren Einfithrungsregeln zu einem belie-
bigen Basiskalkiil als relativ zulédssige ( = konservative) Regeln hinzugefiigt wiirden.'.
Dann wére nach Lorenzens Semantik fiir Regeln hoherer Stufen die Formel A D B
genau dann ableitbar, wenn die Regel A — B zuldssig ware, was der intendierten

Bedeutung von D entspréche.

5T orenzen 1iBt bei Regeln hoherer Stufe rechts und links eines Regelpfeils nur Argumente gleicher
Stufe zu. Daher miifite man, wenn man diese (nicht unbedingt notwendige) Restriktion aufrechter-
halten will, bei ungleichstufigen Argumenten noch die implizite Héherstufung von Regeln niedrigerer
Stufe vereinbaren. Das ist technisch kein Problem. Es 148t sich durch die Hinzufligung geeignet vieler
Regelpfeile vor der Regel bewerkstelligen.
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Man mag dariiber spekulieren, warum Lorenzen eine solche Interpretation nicht
vorgeschlagen hat, sondern fiir die Deutung der Implikation den etwas umstandlichen
Mechanismus der Iteration von Metakalkiilen vorzieht. Ein Grund dafiir mag darin
liegen, dafl er “uneigentliche” Kalkiile bei relativ zuléssigen Erweiterungen des Aus-
gangskalkiils vermeiden wollte. Die Riickfiihrung der Behauptung von A D B auf
den Nachweis der Zuléssigkeit der Regel A — B wiirde ja iiber den durch Ablei-
tung nach bestimmten Regeln spezifizierten Beweisbegriff hinausgehen, auch wenn
Zuléssigkeitsaussagen nach Lorenzen “definit” sind (Lorenzen 1955, S. 5f.). Es mag
also sein, dafl Lorenzen solche uneigentlichen Beweise, die man als semantische Bewei-
se ansehen konnte, erst auf der Stufe von Metakalkiilen vorsehen wollte. Ein anderer
Grund mag sein, dafl er eine Doppelung von Konzepten vermeiden wollte. Diese Dop-
pelung wiirde ja auf eine Unterscheidung zwischen einer reinen Regellogik, die man
auch “strukturelle Logik” nennen konnte, und einer durch relativ zulassige Regeln er-
weiterten Implikationslogik hinauslaufen. Lorenzen hat in der Ablehnung einer solchen
Unterscheidung als prominenten Vorldufer Gottlob Frege, der in seinen implikativen
Strukturen, die man als Sequenzen deuten kann (Kutschera 1996, Schroeder-Heister
1997, 1999), die Trennung zwischen “Vorderglied” und “Hinterglied” als eine Sache
der Auffassung ansieht, also zwischen (in heutiger Notation) AF- B — C und A, BFC
nicht unterscheidet. Entsprechend geht Paul Hertz vor, der eine strukturelle Logik vor-
schlagt, die mit einer einzigen Verkniipfung auskommt und ebenfalls auf eine Unter-
scheidung zwischen — und + verzichtet (vgl. Schroeder-Heister 2002).'® Andererseits
hat Lorenzen keinerlei Bedenken, zwischen dem strukturellen Komma etwa in Regel-
pramissen und der Konjunktion als logischer Partikel zu unterscheiden. Daher ware es
wesentlich klarer, generell zwischen strukturellen Verkniipfungen wie dem Komma oder

117 einerseits und logischen Junktoren andererseits zu unterscheiden und

dem Regelpfei
Einfithrungsregeln fiir Junktoren zu verwenden, die solche strukturellen Verkniipfungen
in logische Verkniipfungen transformieren. Das gilt analog auch fiir die Allquantifikati-
on. Man erhielte so ein einheitliches Verstandnis aller logischen Zeichen im Sinne von
logischen Partikeln als “Interpunktionen” (Dosen 1989) und keine prinzipielle Unter-
scheidung zwischen den durch Einfiihrungsregeln charakterisierten Junktoren einerseits
und Implikation bzw. Allquantifikation andererseits. Einen grundsatzlichen Gegensatz
zur beweistheoretischen Semantik kann man daraus aber nicht gewinnen: Die inhaltli-

che Deutung der Implikation sowie diejenige offener und geschlossener Beweise beruhen

16Tn den auf Kurt Schiitte (1960) zuriickgehenden Systemen werden ebenfalls die Antezedentien
und Sukzedentien von Sequenzen nicht syntaktisch explizit gemacht, sondern sind als Positiv- und

Negativteile eine Sache der metasprachlichen Interpretation von Formeln.

1"Diese Verkniipfungen miissen nicht durch explizite Aussagenoperatoren ausgedriickt werden. Auch
der Regeliibergang oder die Ableitung aus Annahmen wiirden in diesem Sinne als strukturelle “Ver-

kniipfungen” gelten.
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auf derselben Grundidee (Schroeder-Heister 2008a,b).

3.3. Die semantische Signifikanz der Einfiihrungsregeln

Gentzens Bemerkungen folgend sieht die beweistheoretische Semantik die
Einfithrungsregeln als die zentralen bedeutungsverleihenden Regeln an. Auch
hiermit steht die Operative Logik im Einklang. Konjunktion, Disjunktion und Exi-
stenzquantifikation werden iiber Einfiihrungsregeln charakterisiert (Lorenzen 1955,
§ 7). Diese Einfiihrungsregeln haben nach Lorenzen die Eigenschaft, daf sie relativ
zulassig sind, d.h. die Hinzufiigung von Regeln wie

A B — AANB

A — AV B
B — AVB
A(t) — VzA(z)

machen keine Aussagen ableitbar, die die neu eingefiihrten Zeichen nicht enthalten.
In etwas gebrauchlicherer Terminologie wiirde man sagen, dafl diese Erweiterungen
beziiglich des Ausgangskalkiils konservativ sind. Aufler der relativen Zuléssigkeit fin-
den sich bei Lorenzen keine weiteren semantischen Uberlegungen zur Auszeichnung
dieser Regeln. Im Prinzip konnte man also auch andere Regeln, bei denen das neu ein-
gefiihrte Zeichen nicht im Kopf auftritt, als Grundregeln zu verwenden, womit sich eine
Art impliziter Definition ergdbe. Der Grund fir die Bevorzugung der Einfiihrungsregel
ist jedoch klar: Diese macht die Anwendung des Inversionsprinzips und damit den Nach-
weis der Zuléssigkeit von korrespondierenden Beseitigungsregeln moglich (siehe dazu
den folgenden Abschnitt 3.4). In diesem Sinne entspricht die Lorenzensche Konzeption
genau derjenigen der Gentzen-Prawitzschen beweistheoretischen Semantik, jedenfalls
was Konjunktion, Disjunktion und Existenzquantifikation angeht. Dies gilt auch fiir die
Implikation, wenn man den Lorenzenschen Kalkiil wie vorhin erwahnt so erweitert, dafl

man einen expliziten Einfithrungsschritt fiir einen eigenstandigen Implikationsjunktor
A—-B->5ADB

betrachtet. Aus dem Inversionsprinzip wiirde sich der modus ponens als zugehorige Be-
seitigungsregel in natirlicher Weise ergeben. Auch fiir den Allquantor, der sich dhnlich
wie die Implikation verhélt, konnte man eine entsprechende Erweiterung konstruieren.

Allerdings geht der Lorenzensche Ansatz insofern iiber die iibliche beweistheo-
retische Semantik hinaus, als er sich von vornherein nicht nur auf relativ zulassige
Einfiihrungsregeln fiir logische Zeichen anwenden 1at, sondern eine universale Theo-
rie darstellt, bei der jede beliebige Regel wie eine Einfithrungsregel funktioniert. Bei
Lorenzen selbst sind ja schon logische Konstanten wie A und V keine Junktoren, die
komplexe Aussagen aus atomaren Aussagen generieren, sondern Grundzeichen, die sich

mit beliebigen Zeichen des Grundalphabets kombinieren lassen. Aussagen, die mit A
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und V zusammengesetzt sind, haben denselben Status wie alle anderen Zeichenketten
— sie enthalten eben nur ein zusatzliches Zeichen. Insbesondere wird keine Funktor-
Argument-Struktur verlangt. Das Inversionsprinzip (Lorenzen 1955, § 4), das vom
Standpunkt der beweistheoretischen Semantik die Ableitung von Beseitigungsregeln
aus Einfithrungsregeln erlaubt, ist so formuliert, dafl es auf beliebige Grundregeln an-
wendbar ist, die dann als Definitionsregeln fiir Atome aufgefafit werden. Beim Fehlen
einer Funktor-Argument-Struktur sind dabei allerdings gewisse Besonderheiten zu be-
achten, auf die Hans Hermes (1959) hingewiesen hat. Lorenzens Ansatz ist jedenfalls
wesentlich allgemeiner als die konventionelle beweistheoretische Semantik und enthalt
eine Theorie induktiver Definitionen, einschliefllich bestimmter darauf bezogener Ideen,
die erst in der Logikprogrammierung wieder signifikant geworden sind. Darauf wird in

Abschnitt 4 noch eingegangen.

3.4. Reduktion und Inversion

In der beweistheoretischen Semantik ist ein geschlossener Beweis giiltig, wenn er ent-
weder eine Einfithrungsregel im letzten Schritt verwendet oder unter Verwendung des
Systems J von Rechtfertigungen in einen solchen Beweis umgeformt werden kann.
Solange wir nun ohne Implikation (und Allquantifikation im quantorenlogischen Fall)
arbeiten, konnten wir fordern, dafl ein Beweis giiltig ist, wenn er sich in einen Beweis
umformen 1aft, der ausschliefllich Einfiihrungsregeln anwendet. Denn dann wéren die
Pramissenableitungen D; einer geschlossenen Ableitung
D, D,
Ay  Einfiithrungsregel,

A

die im letzten Schritt eine Einfithrungsregel anwendet, selbst wieder geschlossen, so
daf ein giiltiges D; selbst wieder in Einfithrungsform transformiert werden kann, usw.
Dieser Fall hatte seine Parallele bei Lorenzen wie folgt: Mit Regeln, die nicht kanonisch
sind (d.h., die keine Einfithrungsregeln sind, also nicht zum Ausgangskalkiil K gehoren),
werden Rechtfertigungsverfahren J assoziiert, die ihre Zulassigkeit sicherstellen. Lo-
renzen spricht hier von Eliminationsverfahren, da diese Verfahren es erlauben miisssen,
Anwendungen solcher Regeln zu eliminieren, d.h. zu garantieren, dafl Ableitungen ih-
rer Pramissen in K in Ableitungen ihrer Konklusion in K umgeformt werden kénnen
(Lorenzen 1955, § 3). Dann gilt natiirlich, dal Beweise, die neben Regeln von K noch
solcherart gerechtfertigte Regeln verwenden, d.h. nichtkanonische Beweise, in Beweise
umgeformt werden konnen, die diese Regeln nicht verwenden, also kanonisch sind. Die
beweistheoretische Giiltigkeit einer Regel wiirde deren Zulassigkeit entsprechen, und
ein Beweis wire genau dann giiltig in Bezug auf ein System [J von Rechtfertigun-
gen (=Eliminationsverfahren), wenn er nur solche Regeln verwendet, die beziiglich J

zuléssig sind.
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Die Betrachtung des Falles ohne Annahmeregeln und Implikationen zeigt, dafl der
Giiltigkeitsbegriff fiir Beweise auf einen Giltigkeitsbegriff fiir Regeln zuriickfiihrbar
ist, d.h. Beweise sind giiltig, wenn sie aus Anwendungen giiltiger Regeln bestehen.
Daher kénnte man meinen, dafl der operativen Logik die Grundidee der beweistheo-
retischen Semantik fehlt, wonach Giiltigkeit von Beweisen der zentrale Begriff ist, auf
die sich die Giiltigkeit von Regeln zuriickfithren 1at. Dieser Eindruck entsteht jedoch
nur dann, wenn man die unterste Ebene der operativen Logik betrachtet, d.h. einfache
Zulassigkeitsbehauptungen ohne Betrachtung von Implikationen. Wenn man hingegen
auch “uneigentliche” Regeln wie

(Rl A—- B> ADB
als Grundregeln fiir eine explizite Implikation betrachtet, dann fithrt dies in natiirlicher
Weise zum Reduktions- und Giiltigkeitsbegriff der beweistheoretischen Semantik. Von
einem geschlossenen Beweis, der die Regel (R) im letzten Schritt anwendet, kdnnen
wir ja nicht erwarten, dafl seine Pramisse selbst ein geschlossener Beweis ist. Vielmehr
konnen wir nur erwarten, dafl sich seine Pramisse rechtfertigen 148t (in bezug auf gege-
bene Rechtfertigungs-/Eliminationsverfahren), und das heifit, dafi wir die Zuléssigkeit
von A — B durch diese Verfahren nachweisen konnen. Das entspricht aber gerade der
Rechtfertigung eines offenen Beweises von B aus A, d.h. der Angabe eines Verfahrens,
zu einem beliebigen kanonischen geschlossenen Beweis von A einen solchen von B zu
konstruieren. Der Tatsache, dafl in der beweistheoretischen Semantik die Giiltigkeit von
offenen Beweisen auf die Giiltigkeit von geschlossenen Beweisen zuriickgefiithrt wird,
entspricht also bei Lorenzen die Idee von Zulassigkeitsannahmen. Sie wird dadurch
versteckt, dafl keine explizite Implikation zur Verfiigung steht. Der Giltigkeitsbegriff
der beweistheoretischen Semantik ist somit die natiirliche Weiterentwicklung des Lo-
renzenschen Begriffs, sobald man explizite Implikationen zur Verfiigung hat.!®

Reduktionen der beweistheoretischen Semantik sind bei Lorenzen Eliminationsver-
fahren. Es ist dabei interesant zu sehen, dafl das Prawitzsche Inversionsprinzip, das fiir
die logischen Regeln die zentrale Methode darstellt, zu Reduktionen fiihrt, die den fiir
das nattirliche Schlieen von Prawitz diskutierten Reduktionen entsprechen. In der be-
weistheoretischen Semantik sind die zentralen Reduktionen Umwegreduktionen, indem
sie die Aufeinanderfolge von Einfiihrungs- und Beseitigungsregeln kontrahieren. Genau
so 1aBt sich Lorenzens Inversionsprinzip (Lorenzen 1955, § 4) interpretieren, wie das
von Enrico Moriconi und Laura Tesconi (Moriconi/Tesconi 2007) sehr klar herausge-

arbeitet worden ist: Seien némlich im aussagenlogischen Fall (d.h. im Fall ohne freie

18Tn Schroeder-Heister (2008a,b) wird dieser Zusammenhang im einzelnen ausgefiihrt und auch

technisch explizit gemacht.
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Variablen)
Fl — A

r, — A
die einzigen Grundregeln mit A als Konklusion, und seien die Regeln
Fl — C

r, — C
zulassig. Dann besagt das Lorenzensche Inversionsprinzip, dafl auch A — C' zulassig ist
— plakativ: “Was sich aus allen Pramissen der Einfiihrung von A ergibt, das ergibt sich
aus A selbst.” Die Lorenzensche Rechtfertigung lautet wie folgt: Es werde die Regel

A — C angewendet:
rD/
A

wobei die Pramissenableitung zum betrachteten Kalkiil K, der A — C' nicht enthélt,
gehort. Zu zeigen ist, dal auch C' in K herleitbar ist. Da aber D' im letzten Schritt

eine der Regeln I'; — A benutzt haben muf}; d.h. die Situation
D,

%AHC

vorliegt, kann man mithilfe der Regel I'; — C' direkt von I'; zu C' iibergehen:
D;

C

wobei I'; — C nach Voraussetzung schon eliminierbar ist. Lorenzens Inversionsprinzip
kann also als verallgemeinerte Fassung des Umwegreduktionsprinzips der beweistheo-
retischen Semantik verstanden werden, das die Dualitat von Einfithrungs- und Besei-
tigungsregeln begriindet. Insofern hat Prawitz den Terminus “Inversionsprinzip” zu
Recht von Lorenzen iibernommen. Lorenzen selbst generiert mithilfe dieses Prinzips
die Beseitigungsregeln aus den Einfithrungsregeln fiir Konjunktion, Disjunktion und
Existenzquantifikation. Fiihrt man eine explizite Implikation ein, so kann man auch
den modus ponens rechtfertigen und analog die Beseitigungsregel fiir den Allquantor.

Fiir die logischen Zeichen fiihrt das Lorenzensche Inversionsprinzip zu verallgemei-
nerten Beseitigungsregeln im Sinne von Schroeder-Heister (1984), bei denen Regeln als
Annahmen erlaubt sind, und auch zu der von Jan von Plato (2001) propagierten Vari-

ante, die keine Regeln als Annahmen enthilt'®. Ganz allgemein fiithrt es zu Prinzipien

9Die bei von Plato mit grofer Emphase vorgeschlagenen Regeln wurden erstmals von Roy Dyckhoff
(1988) in die Diskussion gebracht. Zur weiteren Geschichte dieser Regeln vgl. Schroeder-Heister (2004),
Fufinote 10, S. 33.
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wie dem der definitorischen Reflexion (siche Abschnitt 4).

Lorenzen hat also mit seinem Inversionsprinzip und der Idee von Eliminationsver-
fahren grundlegende Ideen der beweistheoretischen Semantik vorweggenommen, gleich-
zeitig aber seine Prinzipien so allgemein formuliert, daff sie iber die Anwendungen im

naturlichen Schlieflen hinausweisen.

3.5. Negation und Unableitbarkeit

Die Negation wird von Lorenzen auf die im Intuitionismus iibliche Weise iiber die
Absurditéit durch

-A=A— 1

definiert. Die Gesetze fiir die Negation erhalt er iiber sein “Unableitbarkeitsprinzip”
(Lorenzen 1955, § 5): Falls A nicht ableitbar ist, ist A — B zuléssig, da die Regel A — B
gar nicht angewendet sein kann und somit jede Anwendung trivialerweise eliminierbar
ist. Fiir L muf jetzt einfach eine Aussage gewahlt werden, die per definitionem nicht
ableitbar ist. Das Unableitbarkeitsprinzip ist damit der Grenzfall des Inversionsprinzips
fiir den Fall, daf} keine definierenden Regeln fiir 1. vorhanden sind. In diesem Fall erhalt
man das ez falso quodlibet 1. — B aufgrund der Uberlegung, daB die (metasprachlichen)
Pramissen des Inversionsprinzips leer sind, I — B also in jedem Fall zulassig ist.
Das unterscheidet sich nicht weiter vom beweistheoretischen Ansatz, in dem ebenfalls
die Absurditatsregel der Grenzfall einer Beseitigungsregel ist fiir den Fall, daf} per
definitionem keine Einfithrungsregel vorhanden ist.?

Fiir die Gewinnung der intuitionistischen Logik ist diese Idee grundlegend, fiir das
Konzept der beweistheoretischen Semantik jedoch nicht. Man konnte sich ebenfalls
vorstellen, daf} statt der indirekten Deutung der Negation iiber die Absurditit eine
direkte Deutung tiber explizite Bestreitungsregeln etwa im Sinne von David Nelson
(1949) versucht wird. Neuere Entwicklungen der beweistheoretischen Semantik disku-
tieren diesen Ansatz, der zu anderen Systemen als der intuitionistischen Logik fiihrt
(Schroeder-Heister 1981, 2005, 2006b, Wansing 1993, 2001). Fiir den Vergleich zwi-

schen den Ansétzen von Lorenzen und Prawitz liefert die Betrachtung der Negation

20Djese Darstellung entspricht nicht exakt der Lorenzenschen Prisentation. In der Definition der
Negation (Lorenzen 1955, § 8) verwendet Lorenzen als falsum von vornherein ein beliebiges Wort C,
fiir das C' — B fiir beliebige Worter B zuléssig ist, und gewinnt damit die Negationsgesetze direkt aus
den Implikationsgesetzen, ohne das Unableitbarkeitsprinzip einzusetzen. Das dndert aber nichts daran,
dafl man das ex falso quodlibet fiir ein solches falsum-Wort C' in nichttrivialen Fallen nur iiber das
Unableitbarkeitsprinzip gewinnt. Bekanntlich unterscheidet das ex falso quodlibet die intuitionistische
Logik von der schwécheren Minimallogik, deren Negationsgesetze Spezialfille der Implikationsgesetze
sind.
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allerdings nichts neues, da beide iiber die bekannten intuitionistischen Prinzipien nicht
hinausgehen.?!

Auf einen originellen Aspekt von Lorenzens Unableitbarkeitstheorie, der kein
direktes Analogon in der beweistheoretischen Semantik — wohl aber in formalen
Unifikations- und Gleichheitstheorien (Sahlin et al. 1992, Schroeder-Heister 1994) —
hat, sollte hier zumindest hingewiesen werden: Um festzustellen, daf§ L ein nicht ab-
leitbares falsum-Wort ist, mufl gezeigt werden, dafl L von allen ableitbaren Wortern
verschieden ist. Diese Verschiedenheit wird bei Lorenzen nicht einfach als metasprach-
lich zu konstatieren aufgefafit, sondern in einer kalkiilinternen Theorie der Ungleichheit
abgehandelt, die es gestattet, Ungleichheitsurteile der Form a # b nach bestimmten
Regeln herzuleiten, und die ein zentraler Bestandteil der Lorenzenschen Gleichheits-
theorie ist (Schroeder-Heister 2008b).

3.6. Operative Semantik und die BHK-Interpretation der logischen Zeichen

In der intuitionistischen Tradition stellt die Brouwer-Heyting-Kolmogorov-[BHK]-
Interpretation die mafigebliche Deutung der logischen Zeichen dar, die zu einem anderen
logischen Formalismus als der klassischen Logik fithrt. Grob gesprochen definiert man
induktiv den Begriff der Konstruktion oder des konstruktiven Beweises einer Ausage,
wobei man annimmt, dafl Konstruktionen atomarer Aussagen schon gegeben sind. Fiir
den aussagenlogischen Fall kann man die Klauseln fiir zusammengesetzte Aussagen wie

folgt angeben:

e Eine Konstruktion von A A B ist ein Paar (kj, ks), bestehend aus einer Kon-

struktion k; von A und einer Konstruktion ky von B.

e Eine Konstruktion von A V B ist ein Paar (i, k), wobei entweder ¢ = 1 und k

eine Konstruktion von A oder 7 = 2 und k eine Konstruktion von B ist.

e Eine Konstruktion von A — B ist ein konstruktives Verfahren k, das, angewandt

auf eine beliebige Konstruktion k; von A eine Konstruktion k(k;) von B liefert.
e Eine Konstruktion von L ist nicht definiert.

Eine Konstruktion einer Aussage ist also ein abstraktes Objekt, das durch diese Klau-
seln spezifiziert ist. Der Begriff des konstruktiven Verfahrens als eines zentralen Grund-
begriffs 1afit sich durch Begriffe aus der Theorie berechenbarer Funktionen und des

Lambda-Kalkiils prazisieren.

2n Prawitz (1965) wird der Nelsonsche Ansatz zur direkten Negation am Rande diskutiert, in den

spéteren Arbeiten zur beweistheoretischen Semantik aber nicht wieder aufgegriffen.
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Die beweistheoretische Semantik im Sinne von Prawitz setzt sich insofern von die-
ser allgemeinen Konzeption ab, als in ihr der Begriff der Konstruktion und des kon-
struktiven Verfahrens genauer spezifiziert wird. Den Konstruktionen im BHK-Sinne
entsprechen jetzt kanonische Beweise, und konstruktive Verfahren werden als konkrete
Beweisreduktionsverfahren interpretiert, d.h. Umformungen, die sich an vorliegenden
Beweisstrukturen vollziehen und die nicht nur Transformationen abstrakter Objekte
sind. Aulerdem wird ein relativer Giiltigkeitsbegriff vorgelegt, d.h. Giiltigkeit wird
nicht absolut, sondern relativ zu einem gegebenen System J von Rechtfertigungen
(Beweisreduktionen) verstanden. In diesem besonderen Sinne ist die beweistheoretische
Semantik eine Fortentwicklung der BHK-Semantik unter Einbeziehung beweistheore-
tischer Konzepte.

Vieles davon a3t sich auch fiir die operative Semantik Lorenzens behaupten. Diese
ist ebensowenig wie die beweistheoretische Semantik eine Theorie abstrakter Konstruk-
tionen im Sinne der BHK-Semantik, sondern eine Theorie von Zuléssigkeitsverfahren,
die die Eliminierbarkeit von Regeln aus Beweiszusammenhéangen zeigen, d.h. eine Theo-
rie von Beweisumformungen. Sie erreicht noch nicht die Stufe der beweistheoretischen
Semantik mit deren Relativierung des Giiltigkeitsbegriffs — Lorenzen benutzt immer
einen absoluten Zuldssigkeitsbegriff, wonach Regeln zuléssig sind (oder auch nicht
zuléissig sind), nicht jedoch, wonach Regeln je nach vorausgesetztem Repertoire an
Umformungsverfahren einmal zulassig und das andere Mal nicht zulassig sein konnen.
In letzterem Sinne ist die beweistheoretische Semantik ein genuiner Fortschritt ge-
geniiber der operativen Semantik. Die operative Semantik steht systematisch zwischen

BHK-Semantik und beweistheoretischer Semantik.

4. Jenseits der logischen Semantik: Atomare Beweistheorie und

universelle Inversion

Tenor der bisherigen Uberlegungen war, dafl Lorenzen zentrale Ideen, die in der
Giiltigkeitsdefinition der beweistheoretischen Semantik ausgearbeitet worden sind, vor-
weggenommen hat, so dafl er zu Recht als Wegbereiter dieses Ansatzes gelten kann,
jedenfalls im Sinne einer “Griindegeschichte” (Mittelstrafl), die den systematischen
Zusammenhang zwischen diesen Theorien rekonstruiert. An zahlreichen Stellen wurde
jedoch auch angedeutet, dafl der Lorenzensche Ansatz sehr viel allgemeiner und wei-
terfithrender als die Prawitzsche beweistheoretische Semantik ist. Das soll im folgenden
konkretisiert werden.

Wenn man Lorenzens operative Logik vom Standpunkt der beweistheoreti-

schen Semantik Prawitz’ betrachtet, versteht man sie als Theorie logischer Zeichen.
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Einfiihrungsregeln wie diejenigen fiir Konjunktion, Disjunktion und Existenzquantifi-
kation riicken in den Vordergrund, die Theorie er Zulassigkeit wird als Semantik der
Implikation verstanden und das Inversionsprinzip wird zum Wekzeug, Beseitigungsre-
geln fir logische Zeichen aus deren Einfiihrungsregeln zu generieren. Tatsachlich ist die
Lorenzensche Theorie wesentlich universeller: Kalkiile operieren auf beliebigen Woértern
iiber beliebigen Alphabeten, und das Inversionsprinzip ist unabhéngig davon, dafl die
eingefithrten Worter logisch zusammengesetzt sind. Uber die Logizitit von Zeichen
wird nichts vorausgesetzt. Vielmehr sind die Regeln fiir A, V und 3 spezielle Anwen-
dungen einer allgemeinen Theorie, die eher mit neueren, aus der Logikprogrammierung
herrithrenden Ansétzen verwandt ist als mit der logikorientierten beweistheoretischen
Semantik.

In diesem Zusammenhang soll hier von “atomarer Beweistheorie” gesprochen wer-
den, weil es nicht um Beweise logisch zusammengesetzter Aussagen geht, sondern um
die Ableitung von atomaren Aussagen (Atomen). Auch diese Bezeichnung ist nicht ganz
gliicklich, weil sie suggeriert, daf§ nach den Atomen noch die komplexen, d.h. logisch zu-
sammengesetzen Nicht-Atome kommen. Tatséchlich geht es aber um die Beweistheorie
unabhéngig von der Unterscheidung ‘atomar vs. logisch zusammengesetzt’. Im Sinne
der atomaren Beweistheorie sind logisch zusammengesetzte Aussagen ein Spezialfall
von Atomen.

Von einem anderen Standpunkt aus kann man Lorenzens Theorie auch als Theorie
induktiver Definitionen ansehen, insofern ja induktive Definitionen nichts anderes als
Regelsysteme sind (Aczel 1977).22 Dazu soll Lorenzens Ansatz hier mit der Theorie
definitorischer Reflexion in Beziehung gesetzt werden, die von Hallnds und Schroeder-
Heister (1990, 1991) uspriinglich im Zusammenhang mit Problemen der Logikpro-
grammierung entwickelt worden ist. In dieser Theorie wird versucht, die Dualitat von
Einfiihrungs- und Beseitigungsregeln bzw. von Behauptungs- und Annahmeregeln fiir
die Logikprogrammierung fruchtbar zu machen, und gleichzeitig ein neuartiges Konzept

hypothetischen Résonnierens auf der Basis induktiver Definitionen vorgeschlagen.??

22Induktive Definitionen konnen iiberhaupt als der wesentliche Gegenstand der Gesamtwerks der
Operativen Logik angesehen werden: Lorenzens Begriindung des konstruktiven Mathematik basiert

auf der (transfinit iterierbaren) Konstruktion induktiver Defintionen.

23Die Idee, atomare Definitionsregeln fiir Pridikate beweistheoretisch mit der Konzeption von
Einfiihrungs- und Beseitigungsregeln zu behandeln, wurde schon von Martin-Lof (1971) in seiner
Theorie iterierter induktiver Definitionen vorgeschlagen, allerdings mit anderer Syntax und etwas

anderer Zielsetzung.
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In der Logikprogrammierung betrachtet man beliebige Regelsysteme
( A — Ay

Al — Alml

An — Anl

( An < A,

als Programme oder Definitionen, wobei die A;; Listen von Atomen sind und Grund-
regeln, wie in der Logikprogrammierung iiblich, in invertierter Form, d.h. beginnend
mit ihrem Kopf (Konklusion) notiert werden. In bezug auf ein Programm, das man als
induktive Weltbeschreibung lesen kann, stellt man die Frage

7-A,
die verstanden wird als

(70) FpAo:

“Fiir welche Substitution  ist das Atom A6 in D herleitbar?”, d.h. “Fiir welche Substi-
tution 0 gilt Af in D?”. Die Auswertungsprozedur (SLD-Resolution) liefert dann ent-
sprechende Antworten. Offenbar kann man Lorenzensche Kalkiilregeln als Programm-
regeln in diesem Sinne auffassen, wobei wegen des Fehlens der Funktor-Argument-
Struktur Lorenzensche Regeln allgemeiner als iibliche Regeln der Logikprogrammierung
sind.

Bei verallgemeinerten Ansétzen a8t man hypothetische Anfragen zu:

?7-THA,
was verstanden wird als

(70) TOFpA- :

“Fiir welche Substitution 6 ist das Atom Af# aus dem Annahmensystem I'6 in D herleit-
bar?”. Das ist aber immer noch eine Frage nach dem, was man durch Anwendung der
Regeln aus D gewinnen kann, noch ohne Prinzipien miteinzubeziehen, die bestehende
Regelsysteme erweitern.

Die Idee der definitorischen Reflexion besteht nun darin, auch Schemata zur An-
wendung von Regeln hinzuzunehmen, die direkt das beeinflussen, was man annehmen
kann, die also gewissermaflen direkt das Ruckwartsrdsonnieren im Unterschied zum
Vorwartsrdasonnieren betreffen. Das lait sich am besten durch Verwendung eines Se-

quenzenkalkiils erldutern, wobei zunéchst nur der aussagenlogische Fall (unzerlegbare
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Aussagen ohne Variablen) betrachtet werden soll. Vorwértsrisonnieren entsprechend

einer Programmregel
(R) A—Ay,..., A,
wird durch das Schema der Rechtseinfithrung von A gedeutet:
A, ... THA,
r-A

Die Regel R wird also als Einfiihrungsregel fiir A verstanden. Dem soll nun — das

(FA).

ist die Idee der definitorischen Reflexion — eine Regel der Linkseinfithrung von A
eintsprechen, die wie folgt formuliert wird: Seien
A — Ay
D4 :
A— A,
exakt diejenigen Regeln des Programms D, die es erlauben, A einzufiihren. Dann soll
alles das, was aus allen Pramissen fiir A herleitbar ist, auch aus A selbst herleitbar
sein:
rLaAaRC .0 TVALEC
(AF).
AEC
Dieses Schema wird als “definitorische Reflexion” bezeichnet, weil es die Abschluf3-

bedingung von Definitionen als eigenes Schema formuliert: Durch Reflexion auf die
gegebenen definitorischen Regeln stellen wir fest, dafl A ausschliefilich durch die Re-
geln D4 definiert wird. Also wissen wir, dafl ein vorliegendes A nur entsprechend einer
dieser Regeln gewonnen werden kann und somit in jedem Fall alles dasjenige her-
zuleiten gestattet, was alle definitorischen Bedingungen von A herzuleiten gestatten.
Man kénnte sagen, dal A den gemeinsamen Gehalt aller seiner definitorischen (“kano-
nischen”) Bedingungen ausdriickt.? Aufgrund der Beziehung zur AbschluBbedingung
von Definitionen ziehen wir (Hallnés und Schroeder-Heister) es vor, von einer definitori-
schen Theorie zu sprechen, die die {ibliche Theorie (monotoner) induktiver Definitionen
erweitert. Fiir die Logikprogrammierung ist die definitorische Reflexion von besonderer
Signifikanz, erweitert sie doch deren Ausdruckskraft erheblich?.

Das Prinzip der definitorischen Reflexion kann man nun als direkte Reformulie-

rung des Lorenzenschen Inversionsprinzips ansehen (obwohl es bei seiner Konzipierung

24Die definitorische Reflexion entspricht damit der Idee, Junktoren und Quantoren im allgemei-
nen Sinne durch den gemeinsamen Gehalt von Regelsystemen zu charakterisieren (Schroeder-Heister
1984, 1987). Allerdings geht erstere sehr viel weiter, weil sie beliebige Regelsysteme im Sinne von

Logikprogrammen als Einfiihrungsregeln betrachtet.

257.B. kénnen unter gewissen Bedingungen Negationen von Atomen, die Variablen enthalten, aus-
gewertet werden (Hallnés/Schroeder-Heister 1991).
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nicht als solche intendiert war?%). Eingeschrankt auf die Aussagenlogik besagt das In-
versionsprinzip, daf}; gegeben die definitorischen Klauseln D 4, mit der Zulassigkeit der
Regeln

A — C

A, — C
auch die Regel

A—-C
zuléssig ist. Die Uberlegungen Lorenzens zur Rechtfertigung dieses Prinzips entspre-
chen denjenigen fiir die definitorische Reflexion: Wir schlieen von A auf die kanoni-
schen (“definitorischen”, “unmittelbaren”) Bedingungen seiner Einfiihrung und wenden
darauf die Pramissenregeln des Inversionsprinzips an. Versteht man also eine Sequenz
I'FC als Behauptung der Zuléssigkeit der Regel I' — C' und entsprechend den zur
Auswertung von Klauseln aufgestellten Sequenzenkalkiil mit den Ableitungsschemata
(FA) und (At) als Kalkiil fiir Zuléssigkeitsbehauptungen, dann ist das Prinzip der
definitorischen Reflexion nichts anderes als das Inversionsprinzip.

Im Falle des Vorhandenseins von Gegenstandsvariablen fallen beide Prinzipien nicht
mehr zusammen. Die spezifische Form des Lorenzenschen Inversionsprinzips — unter
Berticksichtigung der Korrekturen von Hans Hermes (1959)2” — bringt aber originelle
Gesichtspunkte ins Spiel, die auch bei Anwendungen der definitorischen Reflexion in der
Logikprogrammierung eine Rolle spielen. Betrachten wir etwa folgendes Regelsystem:

A(cy) < B
A(ce) «— B
Wie ist hier die Formel A(x) mit freier Variablen = zu invertieren? Gilt

A(x) - B
als Zuléssigkeitsbehauptung? Lorenzens Antwort ist: Ja. Denn selbst wenn mehr Ob-
jekte als nur ¢; und ¢y zur Verfiigung stehen, kann die Regel A(z) — B nur fir die
Einsetzungen x/c; oder x/cy angewendet werden, da nur dafiir eine Einfithrungsregel
existiert. Da in beiden Féllen B die unmittelbare Pramisse der Einfithrungsregel ist,
kénnen wir davon ausgehen, daf§ B ableitbar ist. Wie steht es dann aber mit den ande-
ren Féllen? Die Regel A(x) — B soll doch zuléssig sein fiir beliebige Einsetzungen fiir
x. Die Antwort ist, dal in allen anderen Fallen das Unableitbarkeitsprinzip zusténdig
ist: Z.B. ist die Regel A(c3) — B deshalb zuléssig, weil A(c3) gar nicht ableitbar ist,

auch wenn c3 als Objekt vorhanden ist.

26ynd Hallnis/Schroeder-Heister bei der Verfassung ihrer Arbeiten nicht an Lorenzen gedacht hat-

ten.

2Tdie Lorenzen in der zweiten Auflage der Operativen Logik (1969) leider nicht hinreichend imple-

mentiert hat.
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Die definitorische Reflexion in ihrer allgemeinsten Form geht hier noch weiter und
erlaubt z.B. die Generierung von Sequenzen

A(z) B B(x),
falls das Regelsystem

{ Aler) = Bley)

A(e2) — Blea)

gegeben ist. Obzwar starker als das Lorenzensche Inversionsprinzip, ist dieses Prin-
zip ebenfalls durch die Zulassigkeitsinterpretation von Sequenzen gedeckt. Die genaue
Formulierung und die Abhéangigkeiten zwischen den verschiedenen Formen der defini-
torischen Reflexion und des Inversionsprinzips im Zusammenhang mit Gegenstandsva-
riablen werden im einzelnen in Schroeder-Heister (2007) untersucht. Verallgemeinerte
Formen der Inversion erlauben beispielsweise, die Theorie der freien Gleichheit aus der
einzigen préamissenfreien Grundregel (Axiom)

rT=T
herzuleiten (Girard 1992, Hallnés/Schroeder-Heister 1992, Schroeder-Heister 1994). Lo-
renzens eigene Gleichheitstheorie (1955, § 9) geht von damit verwandten Prinzipien aus.
Auch findet sich bei Lorenzen (1955, S. 173) unter dem Stichwort der Uberfithrung eines
Regelsystems in eine Explizitdefinition schon exakt die Formulierung dessen, was man
spater in der Logikprogrammierung nach Keith Clark (1978) die Vervollstandigung
(“completion”) von Logikprogrammen nennt.

So betrachtet liefert Lorenzen mit seiner Theorie von Regelsystemen und
Zulassigkeitsbehauptungen einen Ansatz, der fir die 25 Jahre spéter entwickelte Lo-
gikprogrammierung unmittelbar relevant ist. Auch sollte man die Signifikanz fiir nicht-
monotone Konzepte nicht unterschatzen, da ja die Anwendung des Inversionsprinzips
nicht monoton in bezug auf das Regelsystem D ist. Wenn D zu einem neuen Definiti-

onssystem ' D ID erweitert wird durch Hinzunahme einer neuen Einfiihrungsregel
A — Am—l—l

fiir A, dann verliert moglicherweise eine Regel A — C', die aufgrund Inversion beziiglich
D zuldssig wére, ihre Zulassigkeit, falls nadmlich die neue Definitionsregel A,,,; — C
in D' nicht zuldssig ist, oder falls eine der “alten” zuldssigen Regeln A; — C ihre
Zulassigkeit verliert. Zulassigkeit beziiglich eines Systems D ist kein beziiglich D mo-
notoner Begriff.

Die Theorie der definitorischen Reflexion von Hallnés/Schroeder-Heister geht aller-
dings weiter, indem neben F noch eine explizite Implikation betrachtet wird, die die
einfache Interpretation von F als Zulassigkeit ausschlieit, es dafiir aber z.B. erlaubt,

zirkulare Definitionen wie
A — —A,
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d.h.

A — (AD 1)
zu behandeln (Schroeder-Heister 2004).

Die Idee von Definitionen als abgeschlossenen Regelsystemen, die grundlegend fiir
die Inversion in der operativen Logik ist, hat Lorenzen auch in seinen spéateren sprach-
philosophischen Schriften beibehalten — teilweise allerdings unter Verwendung eines
umgekehrten Ansatzes, bei dem Systeme von Beseitigungsregeln am Anfang stehen und
diese durch Einfithrungsregeln abgeschlossen werden wie in der Logischen Propddeutik

(Kamlah/Lorenzen 1967). Leider hat er diese Ideen nicht weiter ausgearbeitet.
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