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Wenn A = B einen giiltigen Schluf}, oder auch nur eine giiltige Konsequenzbehaup-
tung darstellt, dann gilt nicht notwendigerweise auch seine Umkehrung B = A. Die
Verwechslung der Richtungen von Konsequenzbehauptungen ist ein Argumentations-
fehler, auch wenn er in umgangssprachlichen Kontexten nicht immer trivial und offen-
sichtlich ist. Wenn man jedoch Definitionen betrachtet, dann sieht die Sache anders
aus. Hier ist es in der Regel so, dafi, wenn man A durch B definiert, man aufgrund der
Definition sowohl A aus B als auch B aus A erschliefen kann. Dies ist offensichtlich
im Fall von Explizitdefinitionen, bei denen man die wechselseitige Ersetzbarkeit von
Definiendum A und Definiens B festsetzt. Es gilt aber auch im Fall von induktiven Defi-
nitionen, die eine weitaus groflere Definitionsklasse darstellen und Explizitdefinitionen
als Grenzfall umfassen. Hier ist die Invertierbarkeit eine nichttriviale Angelegenheit

und fithrt zu tiefliegenden Einsichten in das Wesen der Implikation und der logischen
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Zeichen, und allgemeiner in die Art und Weise, wie wir Bereiche von Objekten spezi-
fizieren und Informationen dariiber extrahieren. Das ist bei weitem nicht nur relevant
fiir die Mathematik, sondern ganz allgemein fiir die Semantik, wenn man zur Semantik
auch die Bedeutungsfestlegung mithilfe von Regeln rechnet, also Semantik nicht nur
denotationell versteht. Ein solches Verstéindnis von Semantik, fiir das ich den Namen
“beweistheoretische Semantik” vorgeschlagen habe [31], liegt den folgenden Uberlegun-
gen zugrunde. Das allgemeine Ergebnis dieser Untersuchungen wird sein, daf§ induktive
Definitionen im Sinne von definitorisch verstandenen Regelsystem den philosophisch
interessanten Fall von Bedeutungsfestlegungen darstellen, und dafl die traditionelle de-
finitionstheoretische Fixierung auf Explizitdefinitionen in der Philosophie einen Irrweg
darstellt, der wichtige Einsichten, auch in Bezug auf Explizitdefinitionen, verstellt. Das
spezielle Ergebnis wird sein, dafl die Invertierung von Definitionen, d.h. die Gewinnung
von Umkehrschliissen aus definitorischen Regeln, den zentralen Fall der Extraktion von
inferentiellem Gehalt aus solchen Definitionen darstellt. Das hat besondere Auswirkun-
gen auf den Begriff der Negation und der Dualisierung von Begriffsbildungen, da der
Begriff der Negation mit dem Begriff der Umkehrung sehr eng verwandt ist.

Der erste Teil dieser Arbeit beschéftigt sich daher mit der Inversion von Definitio-
nen, basierend auf der Zuléssigkeitsauffssung der Implikation. Der weite Teil stellt die
Idee der lokalen Inversion dar, die nicht auf globalen Konzepten wie “Zuléssigkeit” auf-
baut. Der dritte Teil behandelt die Idee von Umkehrschliissen aufgrund von negativer
Information. Der vierte und fiinfte Teil behandeln die Dualisierung verwendeter Begrif-
fe, wobei der vierte Teil die Dualisierung logischer Konstanten anreifit und der fiinfte
Teil andeutet, wie man die in den ersten Teilen entwickelte Theorie einschliellich des
Begriffs der Zulassigkeit dualisieren kann. Der Artikel schliefft mit einigen Bemerkun-

gen zur Dialogsemantik als eines alternativen Rahmens fiir Inversionsiiberlegungen.

1 Die Inversion von Definitionen als Regelsystemen

Die Idee, Definitionen als Regelsysteme zu verstehen, wird hier auf Lorenzen’s Opera-
tive Logik[19] zuriickgefiihrt. Ideen, wie sie Lorenzen vertrat, gab es zwar auch schon
frither, z.B. bei Post [25, 26] oder bei Hertz (siehe [12, 13, 14, 33]). Erst bei Lorenzen
liegt jedoch ein kohérentes System vor mit dem Anspruch, Logik und Mathematik zu
“begriinden” (vgl. [18]). Ob diese Begriindung als ganzes gelungen ist, kann bezweifelt
werden. Stegmiiller [43] und Lenk [16] halten schon die Begriindung des implikativen
SchlieBens, einen zentralen Teils der operativen Logik fiir gescheitert. Ich selbst habe in
bezug auf letzteres eine positivere Einstellung (vgl. [36, 37]). In jedem Fall kann man
zeigen, dafl Lorenzen mit seinem “Inversionsprinzip” gewisse fundamentale Einsichten
zum Verstandnis regellogischer Ansétze geliefert hat, die heute aktueller erscheinen als
Anfang der 1950er Jahre. Das liegt daran, dafl wir inzwischen ein sehr viel klareres

Bild davon haben, wie eine auf regellogischen Anséitzen aufgebaute beweistheoretische
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Semantik aussehen konnte ([7, 8, 32]), aber auch daran, dafl regellogische Ansétze von
fundamentaler Bedeutung fiir bestimmte Bereiche der Informatik, insbesondere der
Kiinstlichen Intelligenz geworden sind, unter anderem im Bereich der Logikprogram-
mierung ([9]). Lorenzen war mit seinen damaligen Uberlegungen seiner Zeit in mancher
Hinsicht voraus. Das gilt zum Teil auch fiir seine spéteren Uberlegungen zur dialogi-
schen Logik (]20, 22]), die seine Operative Logik abgelost hat und erst in neuester Zeit
in modifizierter Gestalt wieder in den Vordergrund gertickt ist (vgl. z.B. [5]).

Lorenzen versucht in der Operativen Logik, die Theorie der Implikation als Theorie
zuldssiger Regln zu begriinden. Er fafit den Implikationspfeil — als Regelpfeil auf;

A — B ist also dasselbe wie die als Schema notierte Regel

A

5
A — B als Implikation zu behaupten, meint nichts anderes, als die Zuldssigkeit der Re-
gel A — B zu behaupten. Die Theorie der Implikation ist also die Theorie der Zuléssig-
keit von Regeln. Der heute gelaufige Begriff der Zuléssigkeit wurde dabei von Lorenzen
selbst gepriagt. Eine Regel R ist zuléssig in bezug auf einen zugrundeliegenden Kalkiil
K, wenn ihre Hinzufiigung zu K die Menge der in K beweisbaren Aussagen nicht echt
erweitert. Das wird vom Konstruktivisten Lorenzen natiirlich nicht in dieser Form als
mengentheoretische Aussage formuliert. Vielmehr verlangt Lorenzen die Angabe eines
(konstruktiven) Eliminationsverfahrens, mittels dessen man jede Anwendung von R in
dem um R erweiterten Kalkiil eliminieren kann. Das Hauptziel des ersten Kapitels des
ersten Teils der Operativen Logik — der sog. Protologik — besteht darin, fundamenta-
le Prinzipien aufzustellen, aus denen man Zuléssigkeitsbehauptungen gewinnen kann.
Eines dieser Prinzipien ist das Inversionsprinzip, das es erlaubt, definitorische Regeln

7zu invertieren.

Bevor wir zum Inversionsprinzip kommen, sei noch erwahnt, wie sich die Theo-
rie der Implikation als Zuléssigkeitstheorie weiter gestaltet. Hier steht Lorenzen vor
dem Problem, iterierte Implikationen, etwa von der Form (A— B)— (C'— D) als
Zulassigkeitsbehauptungen zu interpretieren. Dazu greift Lorenzen auf die Idee von
Metakalkiilen zuriick, wobei die Axiome eines Metakalkiils die zuldssigen Regeln des
darunter liegenden Kalkiis sind usw. Auf diese Weise gelingt es ihm, die Axiome der
positiven Implikationslogik als Regeln aufzufassen, die sich gegebenenfalls auf Meta-
kalkiile beziehen, und sie als zuléssig zu erweisen. Genauer gesagt, zeigt er, dafl diese
Regeln allgemeinzulissig sind, d.h. in bezug auf beliebige Grundkalkiile zuléssig sind.
Das macht die logische Allgemeingiiltigkeit der positiven Implikationslogik aus. Die
Idee von Metakalkiilen ist vielfach kritisiert worden, weil sie den konstruktiven opera-
tiven Rahmen sprenge ([43, 16]). Es 183t sich jedoch zeigen, daf dieses Verfahren nicht
weniger konstruktiv ist als die gewohnten intuitionistischen Ansétze, die die Implikati-

on iiber konstruktive Transformationen definieren, und durchaus seinen Sinn in einer
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beweistheoretischen Semantik hat ([23, 37]).

Das Inversionsprinzip besagt, dafi eine induktive Definition unter bestimmten Be-
dingung umkehrbar ist. Lorenzen selbst spricht nicht von einer induktiven Definition,
sondern einfach von einem Kalkiil, fiir den bestimmte Regeln als Grundregeln gegeben
sind. Ein System von Regeln ist jedoch nichts anderes als eine induktive Definition
([1]). Daher ist diese Terminologie gerechtfertigt. Kalkiile und (induktive) Definitionen
unterscheiden sich nicht grundlegend. Wir erldutern das Inversionsprinzip hier nicht
in seiner allgemeinen Gestalt, auch wenn es erst dann seine eigentliche Stérke ent-
faltet. In dieser allgemeinen Gestalt wiirden wir Kalkiile mit Regeln betrachten, die
Individuenvariablen enthalten. Dies fithrt zu komplizierten Variablenbedingungen, an
deren Formulierung Lorenzen selbst gescheitert ist ([11, 35]). Wir betrachten hier nur
den Fall, in dem eine Kalkiilregel die Form A, ..., A, — B hat und die Bestandteile
Ay, ..., Ay, B unzerlegbare Einheiten (Atome) sind, d.h. sozusagen den “aussagenlogi-
schen” Fall. Noch einfacher beschrinken wir uns meist auf Regeln der Form A — B,
d.h. Regeln mit nur einem einzigen Atom im Rumpf’. Das ist fiir die meisten unserer
grundsétzlichen Erwédgungen ausreichend.

Nehmen wir an, das zugrundeliegende atomare System (der Kalkiil) K habe als
einzige Grundregel mit Kopf C' die Regel A — C, d.h. alle anderen Regeln haben einen
von C' verschiedenen Kopf. Dann kénnen wir aufgrund des Inversionsprinzips diese
Regel umkehren, d.h. die Zulassigkeit von C'— A behaupten. Der Grund dafiir liegt

darin, daf} jede Anwendung von C'— A in dem um diese Regel erweiterten Kalkiil
D

% C—A

die Gestalt
D,
A A0 (Det)

%C—mx

haben muf}; da A — C nach Definition des Kalkiils K die einzige Regel ist, mithilfe
derer C in K hergeleitet werden kann?. Letzterer Beweis lafit sich nun vereinfachen,
indem man die beiden aufeinanderfolgenden Regelanwendungen einfach wegléfit und
zu

D,

A

!Entsprechend der Terminologie in der Logikprogrammierung bezeichnen wir die Primissen einer
Regel als ihren “Rumpf”, und die Konklusion ihren “Kopf”.

2Genauer gehen wir dabei davon aus, dafl die betrachtete Anwendung der Regel C — A eine hdchste
Anwendung dieser Regel ist, daf sich dariiber also keine weitere Anwendung dieser Regel befindet, was
sich immer erreichen l&8t durch eine geeignete Reihenfolge der Betrachtung von Regelanwendungen.
Hier und im folgenden stehen dabei Buchstaben wie D fiir beliebige Beweise im jeweils betrachteten
Kalkiil.
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iibergeht. Da der resultierende Beweis die betrachtete Anwendung von C'— A nicht
mehr enthélt, haben wir ein Eliminationsverfahren fiir diese Regel angegeben und damit
ihre Zuléssigkeit nachgewiesen.

Die den Schlufl von C' zu A definierende Regel C' — A erlaubt also den Umkehrschlufl
von A zu C als einen zuldssigen Schritt. Diese Zuléssigkeit liegt darin begriindet, dafl
A — C die einzige Regel ist, mit der man C' erreichten kann, was umgekehrt bedeutet,
dal man, wenn man C' erreicht hat, A schon erreicht haben muf}. Die Berechtigung
der Umkehrung liegt im Begriff der Zuldssigkeit. Wiirden wir nur solche Inferenzregeln
akzeptieren, die per definitionen, sozusagen “positiv”’ gesetzt sind, dann wére der Um-
kehrschlufl nicht moglich, wenn keine umgekehrte Regel explizit vorliegt. Da wir jedoch
alle Regeln als erlaubt ansehen, die zuléssig sind, gewinnen wir neue Regeln aus den
definitorisch gegebenen Regeln aufgrund gewisser Verfahren, nédmlich den Eliminati-
onsverfahren.

Diese Intuition hatte iibrigens auch schon Gentzen [4], als er die Symmetrie der
Einfithrungs- und Beseitigungsregeln im Kalkiil des natiirlichen Schlielens motivierte.
In einer berithmten Formulierung spricht er davon, dafl die Beseitigungsregeln “letz-
ten Endes nur Konsequenzen” der Einfithrungsregeln sind und “auf Grund gewisser
Anforderungen” “eindeutige Funktionen” dieser sind ([4], S. 189). Das Lorenzensche
Inversionsprinzip und seine Zuléssigkeitsinterpretation von Regeln kann man als eine
Interpretation der Gentzenschen Passage verstehen®. In der Tat generiert Lorenzen die
Beseitigungsregeln fiir Konjunktion, Implikation und Existenzquantifikation mithilfe
des Inversionsprinzips. Prawitz [27] ibernimmt in seiner Interpretation von Gentzen
daher auch zu Recht den Lorenzenschen Terminus “Inversionsprinzip”. Lorenzens Kon-
zeption ist allerdings insofern wesentlich allgemeiner, als es ihm um Inversion in be-
liebigen Kalkiilen geht und die Inversion von Regeln fiir logische Zeichen nur einen
speziellen, obzwar wichtigen, Spezialfall bildet.

Das Inversionsprinzip geht jedoch, auch in der hier diskutierten variablenfreien Fas-
sung, erheblich weiter. Inversion bedeutet nicht nur die Umkehrung einer einzigen De-

finitionsregel. Nehmen wir an, fiir C' seien im Kalkiil K zwei Grundregeln gegeben:

K A— C
B — C.
Dann koénnen wir natiirlich nicht umgekehrt von C auf A oder B zuriickschlieen. Wenn
wir C' erreicht haben, wissen wir, daf§ wir schon A oder B erreicht haben miissen, da
die beiden angegebenen Regeln die einzigen Regeln sind, mit denen wir C' gewinnen

kénnen. Wir wissen jedoch nicht, ob es A oder aber B war, von dem aus wir zu C' iiber-

gegangen sind, jedenfalls wenn wir keine weitere Information haben. Lorenzens Ausweg

30bwohl Lorenzen der Theorie des natiirlichen SchlieBens, die in Gentzens publizierten Abhand-

lungen nur eine marginale Rolle spielt, eher fern stand und er sich am Sequenzenkalkiil orientierte.
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besteht darin, einen bedingten Riickschluf3 zu erlauben. Da wir nur {iber A oder B zu
C gekommen sein konnen, bedeutet das, dal wir von C' auf alles das schlieen kénnen,
was wir sowohl aus A als auch aus B erschlieBen konnen, da letzteres unabhingig da-
von ist, welche der Optionen A und B die richtige ist. In Lorenzenscher Terminologie

wiirden wir schreiben:
A—D, B—D kFxg C—D,

zu lesen als: C'— D ist zuléssig, gegeben die Regeln A — D und B — D. Formell beweist
man das wie folgt: Eine Anwendung der Regel C'— D

D

%C—>D

hat entweder die Form
D,

%A—)C
60—>D

oder die Form
D,

o228

D
Im ersteren Fall gelingt eine Elimination von C'— D durch Anwendung der Regel
A—D:

D,

%AHD 7

im zweiten Fall durch Anwendung der Regel B — D
D,

B
DB—>D )

Dies ist kein Umkehrschlufl im direkten Sinne, aber ein Umkehrschluff im indirekten
Sinne. Der indirekte Charakter besteht darin, daf§ man nicht einfach von der Konklusion
auf die Prédmissen, sondern von der Konklusion auf die gemeinsamen Konsequenzen
aller moglichen Préamissen zuriickschlief3t.

Man kann das Inversionsprinzip als eine Interpretation der sogenannten “Extremal-
klausel” in induktiven Definitionen verstehen, mit der sie héufig abschliet. Wenn wir

z.B. den Begriff des Terms definieren durch

e Jede Konstante ist ein Term
e Jede Variable ist ein Term

e Nichts sonst ist ein Term ,

dann besagt die dritte dieser Klauseln als Extremalklausel, dafl wir, wenn ein Term

vorliegt, wir davon ausgehen konnen, dafl entweder eine Konstante oder eine Variable
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vorliegt, d.h. dafl wir, wenn wir etwas sowohl fiir Konstanten als auch fiir Variablen
gezeigt haben, wir dies fiir alle Terme gezeigt haben.

Es ist dabei nicht unbedingt notwendig, eine Extremalklausel explizit zu formu-
lieren. Es geniigt, dafl klar ist, welche Regeln zur Definition gehoren, d.h., wo die
Definition aufhort. Das Inversionsprinzip basiert darauf, daf§ wir eine Definition als
ganze in den Blick nehmen und feststellen, dafl eine erschépfende Festlegung der Pro-
duktionsregeln fiir ein bestimmtes Objekt gegeben ist. Hallnés [7] hat daher den Termi-
nus “definitorische Reflexion” fiir ein Prinzip vorgeschlagen, das dem Inversionsprinzip
sehr verwandt ist. Wir reflektieren auf die Definition als Ganze, d.h. als erschopfen-
de Bedeutungsfestlegung. Umkehrschliisse nutzen den erschopfenden Charakter dieser
Bedeutungsfestlegung aus.

Das bedeutet im iibrigen, daf3 die Zuldssigkeit eines solchen Umkehrschlusses nicht-
monoton ist. Wenn wir den gegebenen Kalkiil erweitern, mu8 der Umkehrschlufl ge-
gebenenfalls modifiziert oder ganz aufgegeben werden, da durch die Erweiterung neue
Regeln fiir gegebene Atome hinzukommen kénnen, d.h. der erschopfende Charakter der
urspriinglichen Definitionsregeln verloren geht.

Man kann das Inversionsprinzip auch als Maximalitéatsprinzip verstehen. Die For-

mulierung
A—D, B—D tFxgC—D

sagt aus, da3 C' die stiarkste Aussage ist, die sowohl von A als auch von B impliziert
wird. Das ist eine andere Art und Weise, den erschopfenden Charakter der Bedeutungs-

festlegung durch die beiden gegebenen Regeln auszudriicken.

Allgemeiner, d.h. im Fall von beliebig vielen defnierenden Regeln fiir ein Objekt C"
Al — C

K :

A, — C

lautet das Inversionsprinzip:

Ai—D, ..., A,—-DbFr(C—D.
In einer anderen Formulierung besagt dies, dafl C' den “gemeinsamen Gehalt” von
Ay, ..., A, ausdriickt?.

Wie oben schon erwéihnt, benutzt Lorenzen das Inversionsprinzip dazu, Beseiti-
gungsregeln fiir bestimmte logische Zeichen aus deren Einfithrungsregeln zu gewinnen.

Diese logischen Anwendungen sollen uns hier nicht weiter beschéftigen. Wir halten als

Zwischenresultat fest: Mithilfe des Begriffs der Zuléssigkeit lassen sich Umkehrschliisse

4Dieser Terminus wurde von mir [29, 30] vorschlagen im Zusammenhang mit der Entwicklung von

verallgemeinerten Beseitigungsregeln fiir aussagenlogische Junktoren.
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rechtfertigen, namlich als direkte oder indirekte Umkehrungen von definitorischen Re-
geln, die die Bedeutung bestimmter Zeichen erschépfend festlegen.

Es sei darauf hingewiesen, dafl es eine Reihe verwandter Ideen gibt, Umkehrschliisse
zu generieren. Zwei Ansétze im Bereich des regellogischen Résonnierens in der Kiinstli-
chen Intelligenz sind z.B. die “closed world assumption” und die ““Vervollstiandigung”
(“completion”) von Logikprogrammen (vgl. z.B. [17])°. Wie der Begriff der Zulissig-
keit beruhen sie auf der Idee, dafl durch bestimmte Festlegungen eine vollsténdige oder
abgeschlossene Spezifikation eines Bereichs gegeben ist, so dafl man aufgrund dieser
Vollstandigkeit oder Abgeschlossenheit bestimmte Riickschliisse (d.h. Umkehrschliisse)
ziehen kann.

Gleichzeitig zeigt die Moglichkeit von Umkehrschliissen die Signifikanz von induk-
tiven Definitionen, die in der philosophischen Diskussion meist unterschéitzt wird. Bei
Explizitdefinitionen, die traditionell der Hauptgegenstand der philosophischen Defini-
tionstheorie sind, betrachtet man den Grenzfall von induktiven Definitionen, bei denen
ein Zeichen nur durch eine einzige Regel definiert ist, und nimmt dann die Umkeh-
rung, die sich daraus ergibt, einfach mit in die Definitionen hinein, formuliert sie also
als Bikonditional. Die Idee von Umkehrschliissen taucht damit gar nicht erst auf, da
der Umkehrschlu3 von vornherein in die Definition hineingepackt wird. Das ist kein
inkorrektes Vorgehen, verstellt jedoch sehr aufschluBreiche Perspektiven. Man sieht
nicht mehr, daf} Explizitdefinitionen Spezialfille von ungleich méchtigeren induktiven

Definitionen sind.

2 Lokale Inversion

Die Zuléssigkeitstheorie, die zur Inversion von Schliissen fiihrt, baut auf Grundvor-
aussetzungen auf, die nicht unproblematisch sind. Sie verbaut die Behandlung von
Phédnomenen, denen man in einer semantischen Theorie gerne gerecht werden wiirde.

Zunéchst einmal bevorzugt die Zuléssigkeitstheorie annahmenfreie Beweise ge-
geniiber Beweisen aus Annahmen. Nur so ist der Begriff der Zuldssigkeit iiberhaupt
nichttrivial. Wenn wir fiir die Zulassgikeit der Regel A — B in einem Kalkiill K die
Angabe eines Verfahrens verlangen, das alle Anwendungen von A — B aus Beweisen
des um diese Regel erweiterten Kalkiils eliminiert, so sind damit immer annahmenfreie
Beweise gemeint. Nur dann koénnen wir bei Anwendung des Inversionsprinzips argu-
mentieren, daf§ die Pramisse A ausschlieBlich mit Hilfe bestimmter Regeln gewonnen
worden sein kann. Wiirden wir Beweise aus Annahmen zulassen und verlangen, daf}
A — B auch aus solchen Beweisen eliminierbar sein soll, dann kollabiert der Begriff der
Zuléssigkeit einer Regel mit dem der Ableitbarkeit. Eine Anwendung der Regel A — B

®Inhaltlich kommt die Idee der Vervollstindigung iibrigens auch schon bei Lorenzen vor: Vgl. [19],
S. 173
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konnte dann ja darin bestehen, dafi B aus der Annahme A gewonnen ist, was nicht
weiter reduzierbar ist.

Betrachten wir etwa wieder einen Kalkiil K mit A — C als einziger Grundregel fiir

C:
K{A—>C

Der Umkehrschlufl in Form der Regel C'— A gilt nicht notwendigerweise, wenn man
Eliminierbarkeit aus Beweisen mit Annahmen verlangt. Denn ein Beweis, der C'— A
verwendet:

D

%C—>A ’

hat nicht wie im annahmenfreien Fall immer die Gestalt
D,

%AHC
TCHA

die reduzierbar wéare zu
D,
A

Diese Situation liegt vor, wenn D einfach aus der Annahme C' besteht, also die Form

%C’—>A

hat. Ein solcher Beweis ist irreduzibel, es sei denn, es gibt einen Beweis von A aus C":

C

A,

d.h., die Regel C'— A ist beweisbar, was eine sehr starke Forderung darstellt. Die
Umkehrung von induktiven Regelsystemen wire damit nicht mehr gegeben.

Eine fundamentale Grundannahme der Zuldssigkeitstheorie ist also der Primat
geschlossener, d.h. annahmenfreier Beweise gegeniiber offenen, d.h. von Annahmen
abhdingigen Beweisen. Dies gilt nicht nur fiir die spezielle Lorenzensche Zuléssigkeits-
theorie, sondern in verwandter Weise fiir alle intuitionistisch inspirierten Semantiken.
Die Brouwer-Heyting-Kolmogorow-Interpretation der Implikation beruht darauf eben-
so wie die beweistheoretische Semantik in der von Dummett und Prawitz begriindeten
Tradition. In allen Féllen wird die Giiltigkeit von implikativen Aussagen iiber Verfahren
definiert, die geschlossene Beweise in geschlossene Beweise transferieren.

Man sieht sofort, dal mit dem Primat geschlossener iiber offene Beweise eine Auffas-
sung direkt verkniipft ist, die ich die Transmissionsauffassung der Konsequenz nennen
mochte. Der Nachweis der Zuléssigkeit von A — B iiber ein Eliminationsverfahren ge-
staltete sich ja so, daf§ man zeigen mufite, dafl sich aus einem (geschlossenen) Beweis

der Pramisse A ein (geschlossener) Beweis der Konklusion B gewinnen 148t. Das heifit,
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10 Schroeder-Heister

Zulassigkeit bedeutet, daf sich ein geschlossener Beweis der Pramisse in einen geschlos-
senen Beweis der Konklusion umformen 14t. Ganz analog verfahren die verwandten
intuitionistischen Konzeptionen.

Hier handelt es sich um Eigenarten konstruktiver (intuitionistischer) Ansétze, in-
sofern auf den Begriff des konstruktiven Verfahrens zuriickgegriffen wird. Man kann es
sogar als das Kennzeichen intuitionistischer Ansétze ansehen, die Implikation (und auch
den Allquantor) durch den Begriff des konstruktiven Verfahrens zu deuten. Wenn man
von dieser konstruktiven Eigenheit jedoch absieht, d.h. von der Konstruktivitatsforde-
rung an Transmissionsprozeduren, so haben wir hier zwei Characteristica vorliegen, die
gleichermaflen den klassischen Konsequenzbegriff kennzeichnen. Statt vom Primat ge-
schlossener iiber offene Beweise mdochte ich allgemeiner vom Primat des Kategorischen
tiber das Hypothetische sprechen, und wenn ich von der Transmissionsauffassung der
Konsequenz rede, dann mochte ich nur ausdriicken, dafl, wenn die Pramisse gilt, dann
auch die Konklusion.

Das gilt beides auch fiir die klassische modelltheoretische Folgerung. Diese geht als
Grundbegriff vom Begriff der Wahrheit in einer Struktur aus und definiert den Be-
griff der Folgerung als Ubertragung der Wahrheit in einer Struktur von den Pramissen
auf die Konklusion (fiir alle Strukturen). Das heiit, wir haben auch hier die Situation
vorliegen, dafl das Kategorische (hier die Wahrheit) primér gegeniiber dem Hypothe-
tischen (hier der Folgerung) ist, und daB ferner das Hypothetische (die Folgerung)
definiert wird als die Transmission des kategorischen Konzepts (der Wahrheit) von den
Pramissen auf die Konklusion. Nichts anderes besagt die Vorstellung von Folgerung als
Wabhrheitskonservierung.

Diese konzeptionelle Verwandtschaft zwischen klassischem und konstruktiven Vor-
gehen wird offensichtlich, wenn man beide Begriffe formalisiert: Klassische Folgerung
bedeutet

(V) [(M = Ay),..., (M= A,) = M= B
wobei M = A die (kategorische) Giiltigkeit von A in der Struktur 9t bedeutet. Kon-

struktive (intuitionistische) Folgerung konnte man hingegen formalisieren als

(VC ... &) [(€ EA),.... (€ EA) = f(€,...,¢) | B]

wobei € = A die konstruktive Giiltigkeit von A in einer geeigneten intuitionistisch
verstandenen Struktur € darstellt (bei der Zuldssigkeitsinterpretation ist das die Ab-
leitbarkeit im gegebenen Kalkiil K), und f die konstruktive Transformation. Abgesehen
von dem (natiirlich wichtigen) Unterschied, daf in die Transformation des kategorischen
Begriffs von den Priamissen zur Konklusion im konstrutiven Fall die konstruktive Funk-
tion f eingeht, haben wir eine erstaunliche Parallelitdt der Begrifflichkeiten vorliegen.
Ich spreche hier von den beiden Dogmen der Standardsemantik, wobei “Standardseman-

tik” sowohl die klassische modelltheoretische Semantik meint als auch die konstruktive
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intuitionistische Semantik in der Auffassung, wie sie den meisten Fassungen, einschlief3-

lich beweistheoretischer Interpretationen, zugrundeliegt:

e Dogma 1: Das Kategorische ist primér gegeniiber dem Hypothetischen.

e Dogma 2: Konsequenz ist Transmission des kategorischen Begriffs von den

Pramissen auf die Konklusion.

Ohne die fundamentalen Unterschiede zwischen klassischer und konstruktiver Auf-
fassung verwischen zu wollen: Es gibt hier eine grundsétzliche Gemeinsamkeit, die die
Rangordnung von Kategorischem (Wahrheit, geschlossene Beweisbarkeit) und Hypo-
thetischem (Folgerung, offene Beweisbarkeit) und die Riickfiihrung des Hypothetischen
auf das Kategorische (Transmission des kategorischen Begriffs) angeht (vgl. [38, 42]).

Hinzu kommt bei der Betrachtung von Definitionen noch ein weiteres Dogma, das
ich als Dogma der Wohlfundiertheit bezeichnen mochte. Traditionell wird in der Defi-
nitionstheorie vorausgesetzt, daf§ korrekte Definitiosketten an ein Ende kommen, d.h.
nicht zyklisch werden oder zu einem unendlichen Regrefl fiithren. Diese Riickfiihrbar-
keit wird insbesondere im konstruktivistischen Bereich sehr stark in den Vordergrund
geriickt. Das gilt insbesondere fiir spatere Philosophie Lorenzens Erlanger Provenienz.
Dieser Punkt kann hier nicht im einzelnen diskutiert werden. Es ist aber klar, dafl
man sich damit von der Interpretation nichtwohlfundierter Phénomene, wie z.B. der
semantischen und mathematischen Paradoxien, ausschlie3t, bzw. von vornherein in die
Diskussion gedriangt wird, wie man Definitionen von Begriffen einschrianken muf, da-
mit Wohlfundiertheit und damit Nichtzirkularitdt gewéhrleistet ist. Dem wiirde eine
positive Deutung solcher Phanomene gegeniiberstehen, d.h. eine Anerkennung ihres
Status als moglicher begrifflicher Konstruktionen, ohne dafl man damit notwendiger-
weise globale Widerspriiche in Kauf nehmen muf.

Der Ansatz, den ich gemeinsam mit Lars Hallnés vorgeschlagen habe, besteht darin,
eine Konzeption von definitorischem Résonnieren vorzulegen, das nicht auf den beiden
Dogmen der Standardsemantik aufbaut und auch nicht das Dogma der Wohlfundiert-
heit voraussetzt. Anstelle dessen setzt es die Idee der lokalen Inversion von Regeln,
d.h. ein Inversionsprinzip, das die Umkehrung von Regeln lokal erlaubt, ohne dabei zu-
gleich globale Anforderungen an den Beweisbegriff zu machen. Die von uns kritisierte
globale Perspektive ist eine Folge der Dogmen der Standardsemantik, wonach hypo-
thetische Urteile (Implikationen) gerechtfertigt werden durch den Nachweis globaler
Eigenschaften von Beweissystemen, nédmlich Beweisreduktionsverfahren, wie sie auch
Zulassigkeitsbeweisen zugrundeliegen. Wie in der Lorenzenschen Zuléssigkeitstheorie
gehen wir also von “Definition” genannten Regelsystemen aus. Wir fiithren jedoch kei-
ne Zulédssigkeitsbeweise, sondern generieren daraus direkt Konsequenzbehauptungen.
Anders als das erste Dogma der Standardsemantik gehen wir also davon aus, dafl der

Folgerungsbegriff primér gegeniiber dem Wahrheitsbegriff ist, bzw., da wir uns in einem
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12 Schroeder-Heister

konstruktiven Rahmen bewegen, dafl offene Beweise gegeniiber geschlossenen Bewei-
sen primér sind. Geschlossene Beweise sind Grenzfille von offenen Beweisen, genauso
wie wir Wahrheit als Grenzfall der Folgerung ansehen wiirden. Wir schlagen also eine
Umkehr der Ordnung der Begriffe “Wahrheit” und “Folgerung” bzw. “geschlossener
Beweis” und “offener Beweis” vor.

Auf diese Weise glauben wir, die traditionelle Begriindungszentriertheit dedukti-
ven Résonnierens iiberwinden zu konnen, d.h. die Tatsache, daf§ wir in erster Linie
darauf aus sind, Behauptungen zu begrinden. Diese Idee wurde auch schon von Pop-
per aufgebracht ([24]). Wahrend Popper allerdings eine Widerlegungszentriertheit an
die Stelle der Begriindungszentriertheit setzen wollte, geht es uns um Bidirektiona-
litdt, d.h. darum, dafl die Begriffe von Begriindug (Vorwirtsrasonnieren) Annahme
(Riickwiértsrasonnieren) gleichurspriinglich sind ([34]). Unser Deduktionskonzept ist
derart, dafl man in jedem Stadium der Deduktion entweder vorwérts zu neuen Be-
hauptungen iibergeht, oder riickwérts neue Annahmen einfithrt. Annahmen sind somit
nicht mehr Platzhalter fiir Begriindungen (so wenig wie Behauptungen Platzhalter fiir
Widerlegungen sind). Unsere Idee ist, dafl jedem Vorwértsschlufl ein Riickwértsschlufl
entspricht und umgekehrt, dal wir also eine Dualitdt von Inferenzen haben, die beide
Richtungen des Résonnierens betrifft.

Es gibt ein formales Modell fiir diese Art von Schlieflen, ndmlich Gentzens Se-
quenzenkalkiil. Nach diesem Modell wird in jedem Schritt eine Folgerungsbeziehung

behauptet, die durch eine Sequenz etwa der Form
Al, ey An = B

ausgedriickt wird. D.h., es wird behauptet, dal B unter den Annahmen A4, ..., A, gilt.
Und jeder Schritt besteht darin, dafl entweder die rechte Seite (die Behauptungsseite)
oder die linke Seite (die Annahmenseite) modifiziert wird. Es gibt also rechte und linke
Einfiihrungsregeln, was philosophisch so zu interpretieren ist, dal man Behauptungen
oder Annahmen einfithren kann.

Auf diese Weise erhilt der Sequenzenkalkiil, den Gentzen in erster Linie als tech-
nisches Instrument eingefiihrt hatte, eine philosophische Signifikanz. Er verkorpert die
Idee, dal man Annahmen aufgrund ihrer Form einfithren kann. D.h. anders als im
Kalkiil des natiirlichen Schlielens, in dem die Einfiihrung von Annahmen unspezifisch
ist, gibt es im Sequenzenkalkiil bedeutungsspezifische Regeln fiir die Einfithrung von
Annahmen. Jedes logische Zeichen hat seine eigenen Annahmeneinfithrungsregeln: Die
Konjunktion z.B. die Regel

A, BEC

I'AANBEC
und die Implikation die Regel

A T,BFC
I'A—BFC
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Die Anderung des Paradigmas gegeniiber dem natiirlichen SchlieBen ist offenkundig.
Das ist unabhéingig vom Format. Wir kénnen diesen Sequenzenkalkiil auch nach Art
des natiirlichen Schlielens formalisieren, indem wir beim natiirlichen Schlieflens eine
Erweiterung von Beweisen nach oben zulassen. Man erhélt so einen Kalkiil des bidirek-
tionalen natiirlichen SchlieBens, der aber letztlich eine Adaptation des Sequenzenkalkiils
in einem anderen formalen Rahmen darstellt (vgl. [41]).

Wir erhalten auf diese Weise eine vollig symmetrische Behandlung von Annahmen
und Behauptungen. Die Platzhalterfunktion von Annahmen fiir geschlossene Beweise
wird damit aufgegeben. Annahmen sind als Gegensténde der Deduktion gleichurspriing-
lich mit Behauptungen. Man muf} sich dabei von der Grundannahme 16sen, Begriindun-
gen, d.h. Beweise von Behauptungen, seien primér gegeniiber Beweisen aus Annahmen
(die man, wenn Sie zur Absurditét fiithren, als Widerlegungen auffassen kann.) Vielmehr
haben wir beim Deduzieren Annahmen und Behauptungen gleichermafien im Fokus.

Das Problem der Umkehrschliisse stellt sich damit in ganz anderer Weise. Wir ha-
ben nicht mehr primére vorwértsgerichtete Schliisse, denen dann, z.B. iiber Zuléssig-
keitsiiberlegungen, gewisse Umkehrschliisse entsprechen. Vielmehr haben wir, von einer
Definition ausgehend, gleichurspriinglich zwei Arten von Schliissen: vorwérts und riick-
warts. Das bedeutet Bidirektionalitdt. Das Verhéltnis von Schlufl und Umkehrschluf3
ist damit nicht mehr dasjenige der Rechtfertigung des letzteren aus dem ersteren, son-
dern ein Verhéltnis von zwei Schluflarten, die gleichberechtigte Weisen sind, bestimmte
definitorische Regeln in Aktion zu setzen.

Es liege eine Definition vor, die folgende Klauseln® fiir A enthilt:

B — A
D :
B, — A .
Dann besagt die darauf aufbauende Behauptungsregel als Rechts-Einfithrung eines Se-
quenzenkalkiils, dafl man A behaupten kann, falls man eine seiner definitorischen Be-
dingungen B; zu Recht behauptet hat:

A+ B;

= (A

AF A ( ) :
Die auf D aufbauende Annahmenregel als Links-Einfiihrung eines Sequenzenkalkiis
besagt, dafl man A als Annahme einfithren darf, wenn man aus allen Bedingungen fiir

a alles das herleiten kann, was man aus a herleiten will, d.h.
AB+HC ... A)B, F C(A )
AAEC :

6Im Anschluf an die in der Logikprogrammierung gebriuchliche Terminologie sprechen wir hiiufig
von “Klauseln” statt von “Regeln”. Mit “Klauseln” sind ausschlielich definitorische Regeln, d.h.
Objekte der Form A — B gemeint, wihrend “Regeln” auch fiir Schluflschemata, z.B. in Sequenzen-

kalkiilen, verwendet wird, darunter insbesondere solche, die Klauseln anwenden.
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Das kann man auch so ausdriicken, dafl aus A alles das gefolgert werden kann, was
aus allen moglichen definitorischen Bedingungen von A gefolgert werden kann. Die-
se Formulierung einer Sequenzenregel entspricht der Lorenzenschen Formulierung des
Inversionsprinzip. Wihrend letzteres jedoch auf einer Zuldssigkeitsinterpretation hypo-

thetischer Urteile aufbaute, ist die obige Formulierung als Grundschlufl verstanden.
Das Schluischema (F A) heifit auch “definitorischer Abschlu8”, da es dazu dient,

Aussagen unter den gegebenen definitorischen Klauseln abzuschlieBen. Das Schlufische-
ma (A F) heit auch definitorische Reflexion, weil sie einen Reflexionsschritt auf die
Definition als ganze beinhaltet und so die Extremalklausel von induktiven Definitionen
interpretiert. In beiden Féllen handelt es sich um Grundschliisse, die wir als einsichti-
ge Prinzipien postulieren. Das Problem von Schluffl und Umkehrschluf} ist jetzt nicht
mehr das Problem der Gewinnung von letzterem aus ersterem, sondern das Problem,
das SchluBlpaar von definitorischem Abschlufl und definitorischer Reflexion plausibel

zu machen.

Der groflie Vorteil dieses Ansatzes besteht nicht nur darin, dafl Annahmen jetzt
gleichberechtigt neben Behauptungen stehen, sondern vor allem in seiner Lokalitét.
Die Beziehung zwischen Schliissen und Umkehrschliissen ist nicht mehr durch globale
Zulassigkeitsbehauptungen vermittelt, die sich auf die Gesamtstruktur eines Beweises
richten, sondern es geht um ein Paar von Schliissen, das sich aus den definitorischen
Klauseln fiir ein Atom A ergeben, unabhéngig von der globalen Struktur von Herlei-
tungen. Das zahlt sich bei der Diskussion von Paradoxien unmitelbar aus. Jetzt ist
es ndmlich z.B. moglich, A durch seine eigene Negation zu definieren, also z.B. eine

Definition
D { (AHJ_) — A

zuzulassen. Eine solche Definition, bei der A in seiner eigenen definitorischen Bedingung
in negativer Position auftritt, wiirde den Rahmen von Zuléssigkeitsiiberlegungen und
verwandter intuitionistischer Semantiken sprengen. In unserem lokalen Rahmen wiirde
dies jedoch einfach zu dem Schlupaar:
r'FA—-1 TI''A—1+-C
A IAFC

fithren, das sich wie Schlufl und Umkehrschlufl verhalt. Anders als man erwarten wiirde,
fiihrt das nicht zu global desastrésen Konsequenzen im Sinne der Widerspriichlich-
keit, einfach weil in einem solchen System bestimmte globale Eigenschaften wie z.B.
Schnittelimination nicht vorhanden sind. Wahrend die Zuléssigkeitsinterpretation und
verwandte Ansétze darauf aufbauen, dafl globales Wohlverhalten im Sinne von Norma-
lisierung oder Schnittelimination vorliegt, machen wir hier keine solche Annahme. Die
lokale Perspektive auf Schluiregeln bedeutet, dafi globale Eigenschaften, so erwiinscht

sie auch sein mogen, nicht mehr durch den deduktiven Rahmen erzwungen werden.

DGPhil_01



Schlufl und Umkehrschlufs 15

Fiir weitergehende Erlauterungen wird auf andere Publikationen verwiesen ([10,
39]). Wir halten als Zwischenresultat fest: Schliisse und Umkehrschliisse sind zwei Sei-
ten eines bidirektionalen deduktiven Verhaltens, das man aus einer Definition extra-
hieren kann. Ob moglicherweise die dialogischen Ansétze, wie sie Lorenzen nach seiner
Operativen Logik entwickelt hat und wie sie in neuester Zeit wieder in den Vorder-
grund geriickt sind, diese Direktionalitdt neu beleuchten kénnen, wird am Ende dieses
Artikels kurz erortert.

3 Umkehrschliisse aufgrund negativer Information

Wir haben bisher das Problem von Schlufl und Umkehrschlufl unter dem Gesichts-
punkt behandelt, ob man aus A — B gegebenenfalls B — A gewinnen kann, und dies
auf dem Hintergrund definitorischer Klauseln der Form A — B diskutiert. Ahnliche Ge-
sichtspunkte ergeben sich, wenn man die Negation einbezieht und die Umkehrung auf
den Schlul von A — B auf -A — =B bezieht, der in gewohnlichen Kontexten ebenfalls
einen klassischen Fehlschlufl darstellt. Dafl zwischen beiden Ideen eine Beziehung be-
steht, verwundert nicht, ist doch der Negationsbegriff eng mit dem Annahmenbegriff
verwandt. Eine Negation zu behaupten, bedeutet z.B. im Intuitionismus, eine Annahme
zum Widerspruch zu fiihren.

Die definitorische Reflexion als lokale Variante des Inversionsprinzips besagte, daf3
man aufgrund einer Definition von A:
B, — A
D z
B, — A
aus A alles das folgern kann, was man aus allen definitorischen Bedingungen von A
erhélt:

ABi+C ... AJB, C(A )

ANAEC .

Wenn man das analog auf den Begriff der Negation oder besser noch auf den Begriff

der Bestreitung als Pendants zum Begriff der Behauptung bezieht, so kénnte man
sagen, dafl man A widerlegen kann, wenn man alle definitorischen Bedingungen von
A widerlegen kann. Notieren wir die Bestreitung mit ~ und verzichten wir hier auf
Sequenzennotation, um den Begriff der Bestreitung nicht auch noch mit dem Begriff

der Annahme verkniipfen zu miissen, erhélt man aus D als Behauptungsregeln

Bl Bn
und als entsprechende Umkehrungen die Bestreitungsregeln:
~By ... ~B,
~A

Das setzt natiirlich voraus, dafl klar ist, was mit der Bestreitung ~B; einer Bedingung

von A gemeint ist. Das ist nichttrivial, wenn B; komplex ist, wie es in er Regel der Fall
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sein wird. Z.B. gibt es diverse Moglichkeiten, die Bestreitung einer Implikation zu ver-
stehen. Eine naheliegende, aber nicht die einzig mogliche Interpretation besteht darin,
~(A— B) im Sinne von (A, ~B) zu verstehen. Wansing [47] diskutiert in seinem Bei-
trag zu diesem Band diverse Moglichkeiten, die Bestreitung einer Negation aufzulosen,

die zu verschiedenen Systemen konnexiver Logik fithrt (vgl. auch [45]).

Die Grundidee der Inversion aufgrund von Bestreitung ist also, daf§ die Bestrei-
tung der Bedingungen einer Aussage zur Bestreitung dieser Aussage selbst Anlafl
gibt, vorausgesetzt, dafl die angegebenen definitorischen Bedingungen einer Aussage
erschopfend sind. Insofern handelt es sich hier wieder um die Interpretation der Extre-
malklausel einer induktiven Definition: Weil es keine weiteren definitorischen Bedin-
gungen fiir A als By, ..., B, gibt, reicht die Widerlegung jeder dieser Bedingungen zur
Widerlegung von A aus.

Wie an anderer Stelle erlautert ([40]), kann man diesen Ansatz weiter differenzieren,
indem man verschiedene Arten von Behauptung und Bestreitung unterscheidet. Man
konnte in die induktive Definition Regeln sowohl fiir die Behauptung als auch fiir die
Bestreitung von a einfithren, d.h. Definitionen der Art

(

Bl—> A

B, A
Cl — ~A

!

C, — ~A

\
betrachten. Auf diese Art hat man Regeln fiir die Bestreitung von Aussagen zur
Verfiigung, die noch nicht definitorische Reflexion, d.h. die Interpretation der Extre-
malklausel, benutzen, sondern einfach die definitorischen Klauseln anwenden:

9% G

~A T ~A
Umgekehrt erhédlt man neuartige Regeln fiir die Begriindung von Aussagen durch de-
finitorische Reflexion, indem man die Bestreitungsklauseln als erschépfende Charakte-
risierung der Bestreitung von A ansieht. Die Motivation ist hier, dafl die Widerlegung
aller definitorischen Bedingungen fiir die Bestreitung von A die Begriindung von A
nach sich zieht:

So wie wir vorher per Reflexion von der Widerlegung aller Bedingungen von A zur
Widerlegung von A gekommen sind, kommen wir jetzt per Reflexion von der Wider-
legung aller Bedingungen von ~A zur Begriindung von A. Dies ist die Variante des

bestreitungsbasierten Umkehrschlusses, die zur Behauptung fiihrt.
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Hier ist eine weitere Differenzierung angebracht: Es ist plausibel, explizite Regeln

fiir die Begriindung und Widerlegung von a, wie sie in

Bl_) A

B,— A
Cl—>NA

C, — ~A

\

vorliegen, als Regeln fiir die direkte Begriindung und Widerlegung anzusehen, und sie
zu unterscheiden von einer indirekten Begriindung und Widerlegung, die aufgrund de-
finitorischer Reflexion geschieht, d.h. aufgrund der Betrachtung der Definition als gan-
zer. Entsprechend kann man vier Urteilsformen unterscheiden: Die direkte Behauptung
(A), die indirekte Behauptung (4+A), die direkte Bestreitung (~A) und die indirekte
Bestreitung (—A). Klauseln hétten dann immer die Form

B— A

oder

B—~A,

d.h. der Kopf einer Klausel ist immer direkt, wiahrend der Rumpf B alle vier Ur-
teilsformen enthalten kann. Zur indirekten Behauptung oder Bestreitung gelangt man
nur durch definitorische Reflexion, die jetzt durch zwei Regeln reprisentiert wird, je

nachdem sie zur indirekten Bestreitung oder Behauptung fiihrt:

o~ o~ o~ o~

B, ... B, C, ... C,
—A A

Dabei ist ~ eine Operation, die eine Bedingung in ihr kontradiktorisches Gegenteil ver-
kehrt, wobei fiir ein Atom A sowohl A und —A als auch ~A und +A kontradiktorische

Gegenteile voneinander sind.”

Wenn man diesen Ansatz im einzelnen ausfithrt und auch beriicksichtigt, dafl in-
direkte Behauptungen und Bestreitungen den direkten Varianten untergeordnet sein
sollten, dann erhélt man nicht geringeres als das logische Quadrat zur Darstellung der

deduktiven Beziehungen zwischen den betrachteten vier Urteilsformen.

"Da unter " nicht nur Atome, sondern komplexere Strukturen stehen konnen, sind hier allerdings

weitergehende Festlegungen nétig, vgl. [40]
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Die Grundidee, die wir sowohl bei der Annahmenkonzeption als auch bei der Wi-
derlegungskonzeption zur Generierung von Umkehrschliissen befolgt haben, ist das Be-
griffspaar Abschluf$ vs. Reflexion in bezug auf eine Definition. Einerseits kénnen wir
den Abschluf§ bilden unter den definitorischen Regeln, indem wir diese Regeln einfach
anwenden. Andererseits konnen wir auf die Definition als ganze reflektieren und uns
iiberlegen, dafl gegebene Bedingungen erschépfend sind und daher zu Umkehrschliissen
— entweder in bezug auf Annahmen, oder in bezug Bestreitungen — Anlafl geben.

Wie definitorische Reflexion beziiglich Annahmen mit definitorischer Reflexion

beziiglich Bestreitungen interagiert, wire ein Thema weiterfithrender Uberlegungen.

4 Duale Begriffe

Im Zusammenhang mit Umkehrschliissen sollte das Konzept der Dualitdt nicht un-
erwahnt bleiben. Die Dualisierung von Begriffen es, die Schluirichtung umzukehren.
Es gehort zum Wesen dualer Begriffe, daf§ die Konsequenzbeziechung A = B in eine
Konsequenzbeziehung B* = A* iibergeht, wenn * die Dualisierung der Begriffe in A
und B bezeichnet.

Der gelaufigste Fall von Dualitét ist diejenige in der klassischen Aussagenlogik auf-
grund von Wahrheitstafeln. Man erhélt dort den zu einem gegebenen Junktor dualen
Junktor, indem man in der Wahrheitstafel dberall (nicht nur in den Eingangsspalten
oder der Ausgangsspralte) die Wahrheitswerte 0 und 1 durcheinander vertauscht. Auf
diese Weise erhilt man aus der Konjunktion (A) die Disjunktion (V) und umgekehrt

— der bekannteste Fall —, und auch z.B. aus der Implikation ( — ) die Co-Implikation

(=)

ANlV] — |
1 17111760
1 0(0]1] 010
0 1{0j1}] 11
0 0[{0]0] 1 |0
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Die Negation ist offenbar selbstdual. Das korrespondierende logische Gesetz lautet
wie folgt: Fiir eine junktorenlogische Formel A sei A* ihr Dual, das durch Ersetzung von
Junktoren durch ihre dualen Junktoren entsteht. A’ entstehe aus A* durch Ersetzung
von Literalen durch deren Komplemente (d.h. p durch —p und —p durch p). Sei ©
diejenige Belegung der Aussagevariablen, die die Werte der Belegung v vertauscht.

Dann gilt fiir den Wahrheitswert [ ]¥ unter der Belegung v:
[[A’]]v — [[A*]]E — [[A]]U — [[_‘A]]U,dh A/ :H: A

Entsprechendes gilt fiir die Quantorenlogik. Dies ist Dualisierung in einem starken
Sinn, die fiir jede einzelne Belegung gilt und in der intuitionistischen Logik nicht zur

Verfiigung steht. In der letzterer gilt jedoch Dualisierung in dem schwachen Sinne, daf3
Ay, A FA gdw. DAL A E AT

Dies ist ein philosophisch hochst signifikantes Resultat, das héufig iibersehen wird,
weil man Dualitdt meist nur in der klassischen Logik erwartet. Es zeigt namlich, daf3
mit deduktiven Mitteln alleine die logischen Zeichen nicht eindeutig spezifiziert wer-
den konnen, sofern man noch nicht weifl, was “wahr” und was “falsch”, bzw. was die
Negation bedeutet, da man auch in der intuitionistischen Logik logische Zeichen von
den zu ihnen dualen Zeichen inferentiell nicht unterscheiden kann.

Schwache Dualitéit gehort zur verbandstheoretischen Fassung von Dualitét, bei der
Dualitétsaussagen durch Vertauschung dualer Operationen sowie von < und > inein-

ander iibergehen. So geht z.B. die Aussage
ANB < A

iber in
AVB > A |

d.h. in
A< AVB .

Die zu einer Operation vorhandene duale Operation bezeichnet man dabei haufig als
die entsprechende “Co-" Operation. Konjunktion ist damit die Co-Disjunktion, und die
Disjunktion die Co-Konjunktion. Entsprechend verhélt es sich mit der Implikation.

Definiert man sie als Residuum beziiglich der Konjunktion, fiir das gilt
ANB<(C = A<B-C,

dann ergibt sich als dualisierte Aussagen for die Co-Implikation —:
AVB>C = A>B~=(C,

d.h.
C<AVB = B~ (C<A.
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Mithilfe der dualen Begrifflichkeit lassen sich also aus Schliissen Umkehrschliisse gene-
rieren. Ob es sich im echten Sinne um Umkehrschliisse handelt, kann man natiirlich
bezweifeln, da es sich eigentlich um die urspriinglichen Schliisse in anderer Gestalt
handelt.®

8 Leider ist die Literatur zur “Co-Implikation” durch eine terminologische Konfusion geprigt. Ich
selbst habe als Zeichen fiir die Co-Implikation das auch hier verwendete Zeichen — vorgeschlagen,
das ich bei Bochenski und Menne [2] gefunden habe. Dort wird es im Rahmen einer Diskussion der
klassischen aussagenlogischen Junktoren als dual zur Implikation — eingefithrt und “Présektion”
genannt. In seiner Darstellung der klassischen Junktorenlogik bezeichnet es Lorenzen [21] in einer

“

verbandstheoretischen Terminologie als “konverse Subtraktion” und notiert es als “ . 7. Letzteres ist
eine prézise Kennzeichnung, die die verbandstheoretische Dualitét ausdriickt. Entsprechend der oben
beschriebenen verbandstheoretischen Dualitéit von und/oder und Implikation/Co-Implikation ist fiir

die Co-Implikation die Charakterisierung
C<AVB = B—<(C<A

mafgeblich. Hier ist offensichtlich —« die Umkehrung (Konversion) der Subtraktion —, fiir die gilt
C<AVB = (C-B<A.

Leider hat aber Rauszer [28] fehlerhafterweise die Subtraktion als dual zur intuitionistischen Implika-
tion bezeichnet. Mafigebliche Autoren, die zur dualen intuitionistischen Logik und zur Co-Implikation
(wie sie die Subtraktion dann teilweise nannten) gearbeitet haben, wie Urbas [44], Goré [6], und
Wansing [46, 47] haben sich dieser Terminologie angeschlossen, wobei Goré das Symbol — als Alter-
native zur Subtraktion — eingefiihrt hat (ohne Kenntnis von [2]). Andere Autoren wie Wolter [49] und
Wolski [48] verwenden den Terminus “Co-Implikation” (unter Benutzung einer anderen Symbolik)
in korrekter Weise. Wolter [49] scheint dabei der erste zu sein, der den Terminus “Co-Implikation”
vorgeschlagen hat. Der Fehler, die Subtraktion als dual zur Implikation anzusehen, mag letztlich in
einer verbandstheoretischen Terminologie begriindet liegen, in der die Implikation A — B als relatives
Pseudokomplement auch in umgekehrter Reihenfolge als B—A notiert wurde, wie Lorenzen [19] (S. 55)
anfithrt. Der dazu duale Junktor ist dann in der Tat die Subtraktion. Genauer gesagt, wiirde A—-B
ausdriicken: “B co-impliziert A”. Wansing [46] hat diese Redeweise sogar als die Lesart von A—~B vor-
geschlagen, ohne allerdings, was konsequent gewesen wiére, die Notation der Redeweise anzupassen. In
den verbandstheoretischen Erorterungen der Operativen Logik behandelt Lorenzen die Subtraktion,
dort bezeichnet mit “ _ 7, als dual zur konversen Implikation ([19] S. 62) “ = ”. Er weist mit Recht
darauf hin, daf} die Subtraktion in der Mengenlehre eine besondere Signifikanz hat und dafl dort z.B.
das subtraktive Analogon zur Peirceschen Aussage gilt (das Lorenzen als das “Dual” zur Peirceschen
Aussage bezeichnet, weil er die Peircesche Aussage selbst mithilfe der konversen Implikation — for-
muliert). Letztlich geht die Konfusion schon auf Curry [3] zuriick, der bei der Diskussion der von
ihm so genannten “Skolem lattices” sowohl implikative als auch subtraktive Verbéinde betrachtet ([3],
S. 139ff.). Curry bezeichnet die Subtraktion als dual zur Implikation, verwendet sie de facto aber wie
Lorenzen [19] als dual zur konversen Implikation, indem er die Implikation ausdriicklich umgekehrt
notiert: “The operation dual to ply [Implikation, P.S.-H.] will be a kind of subtraction. We use the
infix ‘=’ for it, the argument being written, however, in the order which is customary in algebra, so
that @ — b is the dual of b D a.” ([3], S. 144)
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5 Co-Zulissigkeit und Co-Inversion

Wir waren ausgegegangen von Lorenzens Idee, iiber den Begriff der Zuldssigkeit defi-
nitorische Regeln zu invertieren. Was ergibt sich, wenn wir diesen Begriff selbst duali-
sieren, also versuchen etwas zu definieren, was man “Co-Zuléssigkeit” nennen kénnte?
Das ist nicht eine rein technische Angelegenheit, sondern hat ein gewisses Fundament
in Lorenzen’s spéterer Definitionstheorie, auch wenn diese sehr rudimentér ist. In der
gemeinsam mit Kamlah verfaften “Logischen Propadeutik” [15] wird folgendes Regel-

system angegeben:

{ Terminus — Pradikator

Terminus — explizit_vereinbart

Daraus gewinnen Kamlah/Lorenzen die umgekehrte Richtung

Pradikator, explizit_vereinbart — Terminus

und somit eine Explizitdefinition des Terminus “Terminus”. Kamlah/Lorenzen spre-
chen hier von einem “abgeschlossenen” Regelsystem, womit offensichtlich gemeint ist,
daB die Regeln in bezug auf “Terminus” erschopfend sind. D.h., sie haben offensichtlich

eine Art von definitorischer Reflexion im Blick, die ihnen eine Regelumkehrung erlaubt.

Die hier vorliegende Situation ist jedoch eine andere als die, die wir bisher be-
trachtet haben. Jetzt handelt es sich um Regeln mit dem zu definierenden Zeichen
(hier “Terminus”) als Pramisse und nicht als Konklusion einer Regel. In diesem Fall
werden zwei erschopfende Moglichkeiten angegeben, aus einer Préamisse etwas herzu-
leiten. Wihrend bei der Zuldssigkeitskonzeption bei mehreren definitorischen Regeln
fiir denselben Regelkopf die definitorische Bedingungen alternativ zu verstehen wa-
ren, sind nun die verschiedenen definitorischen Konsequenzen derselben Regelprimisse
konjunktiv zu verstehen: In Lorenzens Beispiel konnen wir aus “Terminus” sowohl
“Pradikator” als auch “explizit_vereinbart” gewinnen. Das entspricht unserer Idee, die
Zulassigkeitsinterpretation insgesamt zu dualisieren. Dementsprechend wollen wir auch

von “Co-Zuléssigkeit” sprechen.

Definitorische Regelsysteme erhalten nun eine etwas andere Gestalt als bisher in
dem Sinne, daf} sie nun Beseitigungsregeln fiir das zu definierende Atom sind. D.h.,
eine definitorische Regel fiir A hat nun die Form A — oder die Form A — B. Ersteres
ist die konklusionslose Regel, die der pramissenfreien Regel — A bei der Zuléssigkeits-
konzeption entspricht, letzteres ist eine Regel, die es erlaubt, aus A eine definitorische
Konsequenz B zu generieren, was bei der Zuléssigkeitskonzeption der umgekehrten

Regel B — A zur Einfithrung von A entspricht.

Allerdings sei hier auf einen Unterschied hingewiesen. Bei der Zuléssigkeitskon-
zeption konnte eine Regel mehrere Pramissen haben: By,..., B, — A. Entsprechend

miifte man bei der dualisierten Konzeption Regeln mit mehreren Konklusionen

DGPhil_01



22 Schroeder-Heister

A— By,..., B, einfiihren, und entsprechend einen dualisierten Beweisbegriff verwen-
den, der von einzelnen Annahmen ausgeht und sich nach unten zu mehreren Konklu-
sionen verzweigt. So weit soll an dieser Stelle nicht gegangen werden. Der Beweisbegriff
soll derselbe sein wie vorher. Grundsétzlich soll es daher auch moglich sein, definitori-
sche Regeln mit mehreren Pramissen zu verwenden. In diesem Falle muf3 aber festgelegt
sein, welche Pramisse als Hauptpramisse fungieren soll, die also das Definiendum dar-
stellt, das eliminiert werden soll. Auf diese Weise ist es moglich, im Rahmen eines
“konventionellen” Ableitbarkeitsbegriffes Atome in einer Weise zu definieren, die einer
oder-Verkniipfung entspricht (das Lorenzensche “Terminus”-Beispiel enspricht ja nur

der konjunktiven Verkniipfung). Wir kénnen jetzt definieren:

{, (A -D),(B -»D) — D |,

wobei die Box das Atom C' als Hauptpriamisse der definitorischen Beseitigungsregel
ausweist. Wir kommen in diesem Rahmen natiirlich nicht umhin, zu erlautern, was
die Implikationen im Rumpf dieser Regel bedeuten. Wir miissen sie dann als iterierte
Zuléssigkeitsaussagen verstehen. Alternativ konnen wir fordern, daf§ der Rumpf einer
Regel immer aus einem einzigen Atom besteht und die entsprechenden Nebenpramissen

in der Konklusion verpacken, die jetzt eine iterierte Implikation sein kann:
{¢—[a-DB-D) D]

Da wir jetzt definitorische Klauseln ohne Konklusion verwenden, betrachten wir
entsprechend Beweise, die mit der leeren Formel enden (wir kénnen sie auch mit L
notieren, so wie wir geschlossene (annahmenfreie) Beweise als Beweise aus T verstehen
konnen.) Wir sprechen auch von konklusionsfreien Beweisen. Ein offener Beweis ist
dann ein Beweis, der mit einer nichtleeren Formel endet, wihrend ein geschlossener
Beweis ein Beweis ist, der mit der leeren Formel endet. Eine Regel ist jetzt co-zuldssig,
wenn ihre Anwendung aus geschlossenen (d.h. konklusionsfreien) Beweisen eliminiert
werden kann.

So sind, wenn z.B.

{ [C, (A -=D),(B -D) — D

eine erschopfende definitorische Klausel fiir C'ist, die Umkehrungen A — C und B — C
co-zuléssig, was man wie folgt einsieht: Die Regel A — C' sei in einem konklusionsfreien
Beweis angewendet. Da C' geméfl der Definitionsregel von A nur als Hauptpramisse
einer entsprechenden Beseitigungsregel angewendet sein kann, sieht der konklusionsfreie

Beweis, in der die Regel A — C verwendet wird, wie folgt aus:

A

6A—>C’

A—-D B—D
D
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Unter Verwendung der Nebenpramisse konnen wir direkt von A zu D iibergehen, also

ohne Anwendung von A — C auskommen:

% A—D
Entsprechend verfihrt man mit B — C.

Entsprechend wiirden wir Atome, die geméfl der Co-Zuléssigkeitskonzeption defi-
niert sind, durch Minimalitatsbedingungen statt durch Maximalitdtsbedingungen cha-

rakterisieren. D.h., wenn C' definiert ist durch

C — A

C —- B
und diese Definition erschépfend ist, d.h. eine erschopfende Festlegung der definito-
rischen Konsequenzen aus C' darstellt, dann soll C' die schwichste Aussage sein, die
sowohl A als auch B impliziert. Genauer soll {C'} die schwichste Aussagenmenge sein,
die sowohl A als auch B impliziert. Da auf jeden Fall die Aussagenmenge { A, B} sowohl
A als auch B impliziert, ist C' schwicher als {A, B}, d.h. wir wiirden die Implikation

A, B— C als giiltig ansehen. Entsprechend wiirden wir bei der Definition

{[C} (A ~D),(B-D) — D

C als die schwichste Aussage auffassen, die zusammen mit A— D und B — D die
Aussage D impliziert, woraus sich die Giiltigkeit von A — C und B — C ergibt.

Diese Uberlegungen bezogen sich nur auf Zulissigkeit und Co-Zulissigkeit. Sie las-
sen sich auch iibertragen auf lokale Begriffe der definitorischen Reflexion sowie auf die
Inversion von Negationsbegriffen. Bei letzteren wiirde man z.B. ein Atom als widerlegt
ansehen, wenn man eine (nicht alle) ihrer definitorischen Konsequenzen widerlegen
kann.

Bei der hier nur angedeuteten Dualisierung von Zuldssigkeit und definitorischer
Reflexion sind noch viele Probleme zu l6sen, vor allem dann, wenn man nicht auch den
Beweisbegriff komplett “auf den Kopf stellen” will, d.h. nur einfache Préamissen und
mehrfache, disjunktiv verstandene Konklusionen zulassen will. Das Hauptproblem ist
die erwidhnte Behandlung von iterierten Implikationsaussagen, die in Regeln eingehen,
die den Sinn von disjunktiv verstandenen Atomen erfassen sollen.

Es sollte aber insgesamt klar geworden sein, dafl Definitionen die Grundlage fiir
Inversionen, d.h. Umkehrungen sein kénnen. Schliisse generieren normalerweise keine
Umbkehrschliisse. Definitorische Klauseln generieren jedoch sowohl Schliisse als auch
Umbkehrschliisse: Wiahrend die Schliisse einfach die Anwendung der definitorischen
Klauseln sind, erwachsen die zugehorigen Umkehrschliisse aus der Reflexion auf den
erschopfenden Charakter der Definition, d.h. aus der Uberlegung, da “nichts sonst”

als die vorliegenden Klauseln das betrachtete Atom definieren.
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6 Ausblick: Dialogsemantik

Bei der préasentierten Konzeption konnte man den Eindruck gewinnen, dafl wir primére
und sekundére Schliisse haben. Primére Schliisse, die direkte Anwendungen von defi-
nitorischen Klauseln sind, und sekundére Schliisse, die man durch Reflexion auf die
Definition als ganzes gewinnt. Bei der in Abschnitt 3 skizzierten Inversion aufgrund
von negativer Information waren diese Schliisse sogar ausdriicklich als “direkt” und
“indirekt” gekennzeichnet. Das gilt nicht nur fiir die Zuléssigkeits- und Co-Zuléssig-
keitskonzeption, sondern auch fiir die auf definitorischer Reflexion aufbauende und
hier préferierte lokale Konzeption (Abschnitt 2). Man kann sich fragen, ob es nicht
moglicherweise eine alternative Konzeption gibt, bei der man zwar zu Schliissen und
Umkehrschliissen kommt, diese aber aus einem einheitlichen Prinzip entspringen, so
daf sie zwar wechselseitig Inversionen voneinander sind, aber keine Inferenz als Schlufl
gegeniiber einem Umkehrschlufl ausgezeichnet ist.

Ein moglicher Ansatzpunkt fiir ein solches einheitliches Prinzip liefert die Dialog-
semantik. In dieser ebenfalls auf Lorenzen ([20, 22]) zuriickgehenden Konzeption un-
terscheidet man zwischen Spielebene und Strategieebene. Auf der Spielebene werden
Angriffs- und Verteidigungsregeln fiir logische Zeichen definiert, auf der Strategieebe-
ne werden Uberlegungen angestellt, ob ein Proponent gegen jeden Opponenten eine
Gewinnstrategie hat. Nur auf der Strategieebene wiirde man unterscheiden zwischen
gerechtfertigten Schliissen und deren gerechtfertigten Umkehrschliissen, nicht jedoch
auf der Spielebene. Entsprechend erhélt man giiltige Paare von Schliissen und Um-
kehrschliissen unabhéngig voneinander durch Strategieiiberlegungen in bezug auf ein-
heitliche Spielregeln. Es werden also nicht Umkehrschliisse aus Schliissen gerechtfertigt.

Dieser Ansatz a8t sich auch auf den hier vertretenen definitorischen Rahmen iiber-
tragen. Es lassen sich Angriffs- und Verteidigungsregeln fiir Spiele definieren, die vorge-
gebene Definitionen zum Gegenstand haben. Ein Angriff auf ein definiertes Atom wiirde
z.B. verteidigt durch Behauptung einer seiner definierenden Bedingungen etc. Wenn
man das ausfithrt, erhdlt man die hier diskutierten Schliisse und Umkehrschliisse aus
Strategieiiberlegungen fiir Spiele iiber induktive Definitionen. Auf diese Weise erhilt
man beide Arten von Schliissen aus einer einheitlichen semantischen Basis, die unter-
halb der Schluflebene liegt.

Man wiirde so die philosophische Attraktivitiat der dialogischen oder spieltheoreti-
schen Semantik fruchtbar machen, wonach die Semantik von Zeichen auf der Spielebene,
d.h unterhalb der (der Ebene der Beweise entsprechenden) Strategieebene angesiedelt
wird. Inwieweit sich dieser Ansatz als tragfihig erweist und die Nicht-Kompositionalitét
des Strategiebegriffs nicht selbst wieder ein konzeptionelles Problem darstellt, mufl noch

untersucht werden.
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